áÌÇÅÂÒÙ ìÉ óÅÍÉÎÁÒ 8

œ ÚÁÄÁÞÁÈ 1 { 6 ÒÅÞØ ÉÄčÔ Ï ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÈ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ sl_2.

1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ L(m)⊗L(n). ëÁË ÏÎÏ ÒÁÓ- ËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ? (ëÁËÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÑ L(k) Œ ÎÅÇÏ ŒÈÏÄÑÔ É Ó ËÁËÉÍÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÑÍÉ?)

2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ L(n) É L(n)^∗ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. (åÓÌÉ V | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g, ÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (g’)(v) = −’(gv).)

3. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ L(k) ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ k + 1, ÉÍÅ- ÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ß : sl_2 → gl_{k+1}. (üÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ŒÙÞÉÓÌÑÌÏÓØ Œ ÐÒÅÄÙÄÕ- ÝÅÍ ÌÉÓÔÏÞËÅ.) ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ gl_{k+1} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ sl_2 (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ [ß(A); (X)]). ëÁË ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ?

4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ S^mL(n) É S^nL(m) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. 5. éÚ ÚÁÄÁÞÉ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Œ L(n)^{⊗2} ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ŒÈÏÄÉÔ ÏÄÉÎ ÒÁÚ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅÞčÔÎÙÈ n ÏÎÏ ŒÈÏÄÉÔ Œ ~^2L(n), Á ÐÒÉ ÞčÔÎÙÈ n | Œ S^2L(n).

6. ëÁË ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ S^kL(2)?

7. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ sl_3 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ gl_2 É ÒÁÓ- ËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÓÕÍÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ: sl_3 ≃ V ⊕gl_2 ⊕V^∗; ÇÄÅ V | ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ (ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ gl_2, É ËÏÍÍÕ- ÔÁÔÏÒ Ó gl_2 | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÈ, ËÏÍÍÕÔÁÔÏ- ÒÙ [V; V ] É [V^∗; V^∗] ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, Á ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [V; V^∗] ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÕ V ⊗ V^∗ ≃ End(V ). üÔÏ ÁÎÁÌÏÇ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ e; f; h Œ ÁÌÇÅÂÒÅ sl_2.

8. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ sl_3 Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ S^•(V ). ëÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÔ- ÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ V^∗?

9. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÁÌ- ÇÅÂÒÙ sl_3 ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó sl_2. (õËÁÚÁÎÉÅ. óÎÁÞÁÌÁ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ sl_3 Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L(n) ⊗ S^•(V ).)

áÌÇÅÂÒÙ ìÉ óÅÍÉÎÁÒ 8 1/2

œ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔÏÞËÅ ÎÁÍÅÞÅÎÙ ÄŒÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ sl_2 ÒÁÓËÌÁÄÙ- ŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ.

1. ðÕÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ V ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÅ W , ÆÁËÔÏÒÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ | ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ (ÁÌÇÅ- ÂÒÁ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÕÌčÍ) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ T . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ≃ W ⊕ T .

2. ðÕÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ V ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÅ W , ÆÁËÔÏÒÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ T ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ (Á ÚÎÁÞÉÔ, ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ≃ W ⊕ T .

3. ðÕÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ V ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ W . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ U = Hom(V; W ) = V^∗ ⊗ W .

(Á) œÙÐÉÛÉÔÅ ÑŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ sl_2 ÎÁ U.

(Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U_1 = {f ∈ U | f|_W = ff id_W } | ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ U, Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U_2 = {f ∈ U | f|_W = 0} | ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 Œ U_1.

(Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ sl_2-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ : V → W , ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÁ W .

(Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ W ŒÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÁ- ÇÁÅÍÙÍ.

4. (Á) äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÏÂčÒÔÙ- ŒÁÀÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÅ: [ e^m m! ; f^n n! ] = min(m;n) ∑ k=1 f^{n−k} (n − k)! ( h − m − n + 2k k ) e^{m−k} (m − k)! : (Â) ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ sl_2, V^e | ÑÄÒÏ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÁ e ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ h (ÏÞÅŒÉÄ- ÎÏ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ V^e) ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍ ÎÁ V^e.

(Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ sl_2 ÒÁÓ- ËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ.