ìÅËÃÉÑ 10

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏŒÙÛÅÎÉÉ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ KerA ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Au = 0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ s.

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÏŒÙÛÅÎÉÉ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÔÁËÖÅ Œ ÌÏËÁÌØÎÏÍ ŒÁÒÉÁÎÔÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁËÏÍ:

ôÅÏÒÅÍÁ 6. ðÕÓÔØ A { ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ðäï ÉÚ ¯^m_{ph}(M ) É u ∈ H^s(M ), ÔÁË ÞÔÏ Au ∈ H^{s−m}(M ), ÎÏ Au ∈ C^∞ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ G ÎÁ M . ôÏÇÄÁ u ∈ C^∞(G).

üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÖÅ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÎÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ Œ R^n. ëÁË É Œ R^n, ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ u ÎÁ M ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ sing supp u { ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ŒÎÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÏÊ. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ðäï A

sing supp Au ⊂ sing supp u: (4)

äÌÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ðäï ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 6 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ

sing supp Au = sing supp u: (5)

óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÔÁËÖÅ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ 5 ÏÂ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ÏÃÅÎËÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 7. ðÕÓÔØ A { ðäï ÉÚ ¯^m_{ph}(M ), É ÐÕÓÔØ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ u ÉÚ H^s(M ) c ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ O ÔÏÞËÉ x_0 ÎÁ M ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÏÃÅÎËÁ

‖u‖_{s;M} ≤ C(‖Au‖_{s;M} + ‖u‖_{s−1;M}): (6)

ôÏÇÄÁ A ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÎ Œ x_0: ÇÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ a_0(x_0; ) ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ ÎÁ ÎÅ- ÎÕÌÅŒÙÈ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ Œ x_0.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ O { ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, É ÐÅÒÅÊÔÉ ÎÁ ËÁÒÔÕ, Á Œ R^n ÔÁËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ Ë ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÜÌÌÉÐÔÉÞ- ÎÏÓÔÉ É ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÏÓÔÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÁÖÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ.

3. ïÐÅÒÁÔÏÒ âÅÌØÔÒÁÍÉ{ìÁÐÌÁÓÁ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. ðÕÓÔØ M { ÒÉÍÁÎÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÎÅÍ ÚÁÄÁÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ g(y) = (g_{ij}(y)) Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉ ÉÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ŒÅÄÅÔ ÓÅÂÑ ËÁË ÔÅÎÚÏÒ ÔÉÐÁ ( 0 2 ) :

~g(~y) = ( @y @~y )_′ g(y(~y)) @y @~y : (7)

ðÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÄÌÉÎÁ ËÒÉŒÏÊ ÎÁ M : ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÐÒÏ- ÓÔÏÔÙ ËÒÉŒÁÑ ÌÅÖÉÔ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ É ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ

Typeset by AMS-TEX 1

y = y(t) Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (¸ ≤ t ≤ ˛), ÔÏ ÄÌÉÎÁ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ l = ∫_fi ff [ _y(t)]^′g(y(t)) _y(t)]^{1=2} dt:

äÁÌÅÅ, ÜÔÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ

dx = { √ ^(y) dy}; ÇÄÅ ^(y) = det g(y): (8)

åÓÌÉ G { ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁ M , ÔÏ ÅÅ ÒÉÍÁÎÏŒ ÏÂSSÅÍ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ∫ G dx.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ M ÅÓÔØ n-ÍÅÒÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Œ R^N, ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÑÍÉ x^k = x^k(y^1; : : : ; y^n) (k = 1; : : : ; N ) (9)

(ÉÎÄÅËÓÙ Õ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÅÊÞÁÓ ÐÉÛÕÔÓÑ ÎÁŒÅÒÈÕ), ÔÏ

g_{ij} = N∑ k=1 @x^k(y)

@y^i

@x^k(y) @y^j

(i; j = 1; : : : ; n): (10)

œ ÓÌÕÞÁÅ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ R^3 ÍÁÔÒÉÃÁ g(y) { ÜÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ( E F F G )

ïÐÅÒÁÔÏÒ âÅÌØÔÒÁÍÉ{ìÁÐÌÁÓÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

´u(»(y)) = 1 √ ^(y) n∑ i;j=1

@_yi [√ ^(y)g^{ij} (y)@_yj u(»(y)) ] : (11)

úÄÅÓØ (g^{ij} (y)) { ÍÁÔÒÉÃÁ, ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ g(y), ÜÔÏ ÔÅÎÚÏÒ ÔÉÐÁ ( 2 0 ) . çÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ −´ ÅÓÔØ ∑ g^{ij} (y)”_i”_j;

ÜÔÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÜÌÌÉ- ÐÔÉÞÅÎ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÏÎ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ.

4. æÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ H_1 É H_2 { ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÂÁÎÁÈÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ) É A { ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ H_1 Œ H_2, ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ. ïÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÕÓÌÏŒÉÑ.

1. ñÄÒÏ KerA ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ.

2. ïÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Im A ÚÁÍËÎÕÔÁ Œ H_2. 3. ïÎÁ ÉÍÅÅÔ Œ H_2 ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Coker A.

òÁÚÎÏÓÔØ κ(A) = dim Ker A − dim Coker A (12)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A.

œ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÔÁËÁÑ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ: ŒÍÅÓÔÏ \ÆÒÅÄÇÏÌØ- ÍÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ" ÐÉÛÕÔ \Î-ÅÔÅÒÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ", Á ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙÍ ÎÁÚÙŒÁÀÔ Î-ÅÔÅÒÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ H_1 = H_2 = H É A = I + T , ÇÄÅ I { ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ, Á T { ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. ïÂÝÅÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ A { ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ É κ(A) = 0. üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÍ ËÕÒÓÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØ- ÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÉÌÉ ÁÎÁÌÉÚÁ-III. çÌÁŒÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ { ÏÐÅÒÁÔÏÒ I + T Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ L_2(G), ÇÄÅ G { ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ ÏÂÌÁÓÔØ Œ R^n É T { ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ∫ G K(x; y)u(y) dy c ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍ ÑÄÒÏÍ.

ðÕÓÔØ A { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ H_1 Œ H_2. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ B ÉÚ H_2 Œ H_1 ÎÁÚÙŒÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÏÍ ÄÌÑ A, ÅÓÌÉ

B_1A = I_1 + T_1; (13)

É ÐÒÁŒÙÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÏÍ, ÅÓÌÉ

AB_2 = I_2 + T_2: (14)

úÄÅÓØ É ÄÁÌØÛÅ I_j É T_j { ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ É ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ H_j, j = 1; 2. åÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ É ÐÒÁŒÙÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÏÍ, ÔÏ ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÍ) ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÏÍ ÄÌÑ A. üÔÉ ÔÅÒÍÉÎÙ ÍÙ ÓÒÁŒÎÉÍ Ó ŒŒÅÄÅÎ- ÎÙÍÉ ÒÁÎØÛÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ ÔÅÒÍÉÎÁÍÉ ÄÌÑ ðäï Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ.

åÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÉÍÅÅÔ ÌÅŒÙÊ É ÐÒÁŒÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÙ B_1 É B_2, ÔÏ ÏÂÁ ÏÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÁÍÉ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÔÏÇÄÁ

B_1AB_2 = (I_1 + T_1)B_2 = B_1(I_2 + T_2);

É ÒÁÚÎÏÓÔØ B_1 − B_2 ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ, ÔÁË ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏ. ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ ÎÁÛÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. 1.ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÉÍÅÅÔ ÌÅŒÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ. ôÏÇÄÁ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÑÄÒÏ É ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. 2. ðÕÓÔØ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ A ÉÍÅÅÔ ÐÒÁŒÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ. ôÏÇÄÁ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. 3. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ. ôÏÇÄÁ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1. ðÕÓÔØ B_1 { ÌÅŒÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (13). ôÏÇÄÁ

Ker A ⊂ Ker(I_1 + T_1);

ÏÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ker A ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ. äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ðÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ ÌÅŒÏÇÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÁ ÎÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ (Ker A)^⊥ Ë ÑÄÒÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÏÃÅÎËÁ

‖u‖_1 ≤ C‖Au‖_2 (15)

c ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÏÔ u ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÃÅÎËÁ (15) ÎÅŒÅÒÎÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ u_n ⊥ KerA, ÞÔÏ ‖u_n‖_1 = 1 É Au_n → 0. éÚ (13) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ u_n + T_1u_n → 0. ôÁË ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ T_1 ËÏÍ- ÐÁËÔÅÎ, Á {u_n} { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÁÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÎÄÅËÓÏŒ {n_k}, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {T u_{nk} } ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ {T u_n} ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ. ôÏÇÄÁ É {u_n} ÆÕÎ- ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ. ôÁË ËÁË H_1 ÐÏÌÎÏ, ÔÏ {u_n} ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ u. üÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÎÏÒÍÕ É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ Ker A. œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ Au = 0. üÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏ- ÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÏÃÅÎËÕ (15).

ôÅÐÅÒØ ÐÒÏŒÅÒÉÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÏÂÌÁÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ Au_n → f. œÙÞÉÔÁÑ ÉÚ u_n ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÎÁ KerA, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ u_n ⊥ KerA. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÃÅÎËÕ (15) Ó u_n−u_m ŒÍÅÓÔÏ u, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ {u_n} ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ. ðÕÓÔØ u_n → u. ôÏÇÄÁ Au_n → Au. úÎÁÞÉÔ, g = Au. □

éÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 2 ÐÒÏŒÅÒÉÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÑÄÒÁ. ïÎÁ ŒÉÄÎÁ ÉÚ (14):

Im A ⊃ Im(I_2 + T_2):

ðÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ, ÚÎÁÞÉÔ, É ÌÅŒÁÑ.

îÁÍÅÔÉÍ ÐÌÁÎ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 3. æÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ (Ker A)^⊥ ÎÁ ImA É Œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÊ (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÅ), ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ B_0. ðÒÏ- ÄÏÌÖÉÍ B_0 ÄÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ B, ÐÏÌÏÖÉŒ ÅÇÏ ÒÁŒÎÙÍ ÎÕÌÅŒÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÎÁ (Im A)^⊥. õÞÉÔÙŒÁÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ œ { ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑÍ 1 É 2.

5. üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔÉ É ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÏÓÔÉ. CÌÅÄÕÀ- ÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏŒÎÏÊ Œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 8. ðÕÓÔØ A { ðäï ÉÚ ¯^m_{ph}(M ). ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

1^∘. ïÐÅÒÁÔÏÒ A ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÎ.

2^∘. ïÐÅÒÁÔÏÒ A ÉÍÅÅÔ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ B ∈ ¯^m_{ph}(M ) Œ ÓÍÙÓÌÅ ÔÅÏÒÉÉ ðäï.

3^∘. A { ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ H^s(M ) Œ H^{s−m}(M ) ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ s. 4^∘. ðÒÉ ÌÀÂÏÍ s cÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ

‖u‖_{s;M} ≤ C_s [ ‖Au‖_{s−m;M} + ‖u‖_{s−1;M} ] : (16)

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÕÓÌÏŒÉÅ 3^∘ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ s ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ ÐÒÉ ŒÓÅÈ s, É ÔÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÕÓÌÏŒÉÑ 4^∘.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ 1^∘ ⇒ 2, 1^∘ ⇒ 4^∘ ÐÒÉ ŒÓÅÈ s É 1^∘ ⇐ 4^∘ ÐÒÉ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ s.

ôÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ðäï ÐÏÒÑÄËÁ −∞ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÉÚ H^{s1} Œ H^{s2} ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ s_1 É s_2. ðÏÜÔÏÍÕ 2^∘ ⇒ 3^∘ ÐÒÉ ŒÓÅÈ s.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ 3^∘ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ s. ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ (Ker A)^⊥ ÎÁ Im A É ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁ (Ker á)^⊥ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ ‖u‖_{s;M} ≤ C‖Au‖_{s−m;M}: (17)

ðÕÓÔØ {u_j}^N_1 { ÂÁÚÉÓ Œ Ker A, ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÑ Œ H^s(M ). ôÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ H^s(M ) ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ Œ ŒÉÄÅ

u = ~u + ∑ (u; u_j)_{s;M} u_j;

ÇÄÅ ~u ∈ (Ker A)^⊥. ðÏÜÔÏÍÕ

‖u‖_{s;M} ≤ C[‖A~u‖_{s−m;M} + ∑ |(u; u_j)_{s;M} |‖u_j‖_{s;M} ] ≤ C^′[‖Au‖_{s−m;M} + ∑ |(u; u_j)_{s;M} |]:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ |(u; v)_{s;M} | ≤ C^{′′}‖u‖_{s−1;M}‖v‖_{s+1;M} ; (18)

ÜÔÏÔ ŒÁÒÉÁÎÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ûŒÁÒÃÁ ÐÏÑÓÎÉÍ ÎÅÍÎÏÇÏ ÎÉÖÅ. ðÏ- ÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ (16). éÚ (16), ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔØ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÁ A.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (18). ðÒÉ ÅÇÏ ÐÒÏŒÅÒËÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ u É v ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ’u É v, ÇÄÅ ’ É { ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ. óÞÉÔÁÑ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓÏÇÌÁ- ÓÏŒÁÎÎÙÍÉ Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ, ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÊÔÉ ÎÁ ËÁÒÔÕ. œ R^n ÎÕÖÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ. □

äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. åÓÌÉ Ker A = 0, ÔÏ ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ ŒÅÒÎÁ Œ ÆÏÒÍÅ (17).

üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.

2. ðÕÓÔØ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ðäï A ∈ ¯^m_{ph}(M ) ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÊ A^{−1} ÐÒÉ ŒÓÅÈ s. ôÏÇÄÁ A^{−1} { ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ðäï ÉÚ ¯^{−m}_{ph} (M ).

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ B { ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ, ÔÏ

BAA^{−1} = (I + T_1)A^{−1} = B;

ÏÔËÕÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ A^{−1} − B { ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ −∞.

3. ñÄÒÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ s. îÏ ÅÝÅ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ s É ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÐÒÉ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ s ŒÌÅÞÅÔ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ ÐÒÉ ŒÓÅÈ s.

6. óÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ðÕÓÔØ A { ðäï ÉÚ ¯^m(M ), É ÐÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ m ≤ 0. ôÏÇÄÁ A É A^{(∗)} { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ L_2(M ) É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

(Au; v)_{0;M} = (u; A^{(∗)}v)_{0;M} : (19)

ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ u, v ÉÚ H^m(M ). ïÎÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A^{(∗)} ÓÏ- ÐÒÑÖÅÎ Ë A Œ ÓÍÙÓÌÅ ÔÅÏÒÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ A^∗, ÂÅÚ ÓËÏÂÏË Œ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ m > 0. ôÏÇÄÁ A { ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ L_2(M ). åÇÏ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ D(A) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H^m(M ). åÓÌÉ A ÚÁÍËÎÕÔ, ÔÏ ŒŒÉÄÕ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ Œ L_2(M ) ÅÇÏ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ A^∗ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÔÅÏÒÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 9. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ∈ H^m_{ph}(M ), m > 0, ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÎ. ôÏÇÄÁ ÜÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ L_2(M ). óÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A^∗ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ A^{(∗)} É ÉÍÅÅÔ ÔÕ ÖÅ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ H^m(M ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÏŒÅÒÉÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ. ðÕÓÔØ u_l ∈ H^m(M ), u_l → u Œ H^0(M ) É Au_l → f Œ H^0(M ). ôÏÇÄÁ Au_n → Au Œ H^{−m}(M ), ÔÁË ÞÔÏ Au = f Œ H^{−m}(M ). îÏ ÔÁË ËÁË f ∈ H^0(M ), ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÏŒÙÛÅÎÉÉ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ u ∈ H^m(M ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, u ∈ D(A) É Au = f. üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÚÁÍËÎÕÔ.

íÙ ÉÍÅÅÍ v ∈ D(A^∗) É A^∗v = g, ÅÓÌÉ

(Au; v)_{0;M} = (u; g)_{0;M} ÄÌÑ u ∈ H^m(M ): (20)

œÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A^{(∗)} ÞÅÒÅÚ B. éÍÅÅÍ

(Au; v)_{0;M} = (u; Bv)_{0;M} ÄÌÑ u; v ∈ H^m(M ): (21)

üÔÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÅÊ ÆÕÎËÃÉÊ u É v ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÍÉ ÆÕÎË- ÃÉÑÍÉ.

éÚ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ (20) É (21) ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ D(B) = î^m(M ) ⊂ D(A^∗) É A^∗ = B ÎÁ D(B).

C ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ v ∈ D(A^∗) É A^∗v = g Œ H^0(M ), ÔÏ Bv = g Œ H^{−m}(M ). îÏ g ∈ H^0(M ) É B ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÎ, ÔÁË ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏŒÙÛÅÎÉÉ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ v ∈ H^m(M ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ D(A^∗) ⊂ D(B) É ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. □

óËÏÂËÉ Œ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅ ÍÙ ÔÅÐÅÒØ ÂÕÄÅÍ ÏÐÕÓËÁÔØ É ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ (ÄÌÑ ÜÌÌÉ- ÐÔÉÞÅÓËÉÈ A) A^∗ ŒÍÅÓÔÏ A^{(∗)}.