ìÅËÃÉÑ 11

7. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ðäï. œ ÜÔÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ L_2(M ).

óÏÇÌÁÓÎÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ, ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ȷ(A) ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÁ A Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H { ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË – ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A − –I ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ

R_A(–) = (A − –I)^{−1};

ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A Œ ÔÏÞËÅ –. üÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ; ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ff(A) Ë ÎÅÍÕ ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÅËÔÒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. œ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÍ ÎÁÓ ÓÅÊÞÁÓ ÓÌÕÞÁÅ H = H^0(M ).

åÓÌÉ ðäï A ÉÚ ¯^m(M ) ÉÍÅÅÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË m, ÔÏ ÏÎ ËÏÍÐÁËÔÅÎ Œ H^0(M ), ÔÁË ËÁË ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚ H^0(M ) Œ H^{−m}(M ), Á H^{−m}(M ) ŒÌÏÖÅÎÏ Œ H^0(M ) ËÏÍÐÁËÔÎÏ. óÐÅËÔÒ ÔÁËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÕÌÑ É ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ËÁÖÄÏÍÕ ÎÅÎÕÌÅŒÏÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ËÏÒÎÅŒÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÜÔÏÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ É ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ É ÎÕÌÑ. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÓËÁÐÌÉŒÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ Ë ÎÕÌÀ. ôÏÞËÁ 0 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÌÉ ÎÅ ÂÙÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ, ÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÎÅ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ Œ H^0(M ) (ÈÏÔÑ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ H^0(M ) Œ H^{−m}(M )): ÅÇÏ ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÁ Œ H^0(M ). ôÏÞËÉ –, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A − –I Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÒÅÄ- ÇÏÌØÍÏŒÙÍ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. ôÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, 0 { ÔÏÞËÁ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁ ðäï ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

ðÒÉ m = 0 ÐÏÌÉÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ðäï ÉÍÅÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ – ÇÌÁŒÎÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ a_0(x; ). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÇÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ðäï A − –I ÒÁŒÅÎ a_0(x; ) − –, É ÐÒÉ ÔÁËÉÈ – ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÅ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÎ, ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ Œ H^0(M ).

ðÒÉ m > 0 ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ðäï A ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÜÔÏ ÔÁË É – ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÅÍÕ, ÔÏ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ R_A(–) ËÏÍÐÁËÔÎÁ Œ H^0(M ), ÔÁË ÞÔÏ A { ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ. óÐÅËÔÒ ÔÁËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÓËÁÐÌÉŒÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ëÁÖÄÏÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ËÏÒÎÅŒÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ó ÔÁËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ.

åÓÌÉ A = A^∗, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ. óÐÅËÔÒ ÔÁËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ, ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÅÔ. åÓÌÉ A { ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ H, ÔÏ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ.

éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ðäï ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÉÍÅÅÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ H^0(M ). åÓÌÉ A ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÎ, ÔÏ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÐÏŒÙÛÅÎÉÉ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ, ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ C^∞(M ). åÓÌÉ A { ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ðäO

Typeset by AMS-TEX 1

ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÔÏ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÅ- ÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ É ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. é ÓÎÏŒÁ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ C^∞(M ).

ðÒÉÍÅÒÏÍ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ (ÐÏÒÑÄËÁ 2) ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ âÅÌØÔÒÁÍÉ{ìÁÐÌÁÓÁ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ.

åÓÌÉ ðäï A ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÎ, ÎÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ- ÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ, ÔÏ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ É ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ C^∞(M ). üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÑÄÒÁÍ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏŒ (A − –I)^k Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ k.

îÏ ÚÄÅÓØ ÐÒÉ ÎÅÃÅÌÏÍ m ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ËÌÁÓÓ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÅÍÙÈ ðäï É ÄÏÐÕÓÔÉÔØ, ÞÔÏ Œ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÓÉÍŒÏÌÁ ÐÏ- ÒÑÄËÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ m ÎÁ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÏÄÒÏÂÎÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÔØÓÑ ÎÅ ÂÕÄÅÍ.

8. óÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ðäï.

ôÅÏÒÅÍÁ 10. ðÕÓÔØ t -ÌÀÂÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É a_0(x; ) { ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ T^∗M \ 0, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ t. ôÏÇÄÁ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ðäï A ÉÚ ¯^t_{ph}(M ) c ÇÌÁŒÎÙÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ a_0, ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ, ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÓÉÍŒÏÌ ÕÄÏÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ ÏÎ ÐÏÌÏÖÉÔÅ- ÌÅÎ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÓÁ- ÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ É ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÍ H^t(M ) ÎÁ H^0(M ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ {O_k}^K_1 ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑ M ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ É ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ ÅÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ∑ ’_k = 1, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ðÕÓÔØ _k { ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ Œ O_k, ÒÁŒÎÙÅ 1 Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ ÎÏÓÉÔÅÌÅÊ ÆÕÎË- ÃÉÊ ’_k. ðÅÒÅÎÏÓÑ ÆÕÎËÃÉÀ a_0(x; ) ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ËÁÒÔÙ, ÓÔÒÏÉÍ ÔÁÍ ðäï A^{(k)} Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ Ó ÜÔÉÍ ÇÌÁŒÎÙÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ. ðÏÌÁÇÁÅÍ

A_0 = ∑ ’_kA^{(k)} _k · :

üÔÏ ðäï ÎÁ M Ó ÇÌÁŒÎÙÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ a_0, ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ, ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÓÉÍŒÏÌ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔÉ. ôÅÐÅÒØ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÓÉÍŒÏÌ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ. ðÏÌÁÇÁÅÍ

A_1 = Re A_0 =^1_2 (A_0 + A^∗_0):

üÔÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ðäï Ó ÔÅÍ ÖÅ ÇÌÁŒÎÙÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÓÁÍÏÓÏ- ÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ Œ H^0(M ). œ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÒÉÞÅÍ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ ÎÕÌÑ. úÁÍÅ- ÎÑÑ ÉÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÍÙ ÉÚÍÅÎÉÍ ÎÁÛ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÓÇÌÁÖÉŒÁÀÝÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ É ÓÏÈÒÁÎÉÍ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØ. ôÅÐÅÒØ ÎÁÛ ÏÐÅÒÁÔÏÒ É ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ Ë ÎÅÍÕ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÑÄÒÁ. éÚ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÊ ÎÉÖÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (23) (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏŒÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÐÌÏÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ) ŒŒÉÄÕ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÏÂÌÁÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ

ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó H^0(M ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÛ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÏÂÒÁÔÉÍ É ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. □

œ ÂÕÄÕÝÅÍ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ðäï ÐÏÒÑÄËÁ 1.

ôÅÏÒÅÍÁ 11. CËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (u; v)_{0;M} Œ H^0(M ) ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ H^s(M ) × H^{−s}(M ) É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ûŒÁÒÃÁ

|(u; v)_{0;M} | ≤ C_s‖u‖_{s;M} ‖v‖_{−s;M} : (22)

üÔÁ ÆÏÒÍÁ ÐÒÉ v ∈ H^{−s}(M ) ÄÁÅÔ ÏÂÝÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌÁ ÎÁÄ H^s(M ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÏÄÏÌÖÉÍÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (22) ŒÙŒÏÄÑÔÓÑ ÉÚ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ Œ R^n. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÅÌËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ∑ ’_k = 1, ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÀ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÎÙÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ O_k (ÅÓÌÉ supp ’_k É supp ’_l ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÏ ÉÈ ÏÂSS- ÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÞÉÔÁÅÍ ÌÅÖÁÝÉÍ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ O_k É ∨_l). éÚ (22) ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ v ÉÚ H^{−s}(M ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌÙ (u; v)_{0;M} ÎÁÄ H^s(M ). þÔÏ ÜÔÏ ÏÂÝÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌÁ ÎÁÄ H^s(M ), ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÓŒÅÄÅÎÉÅÍ ÏÂÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ s = 0, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ òÉÓÓÁ ÏÂ ÏÂÝÅÍ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. óÒ. ÌÅËÃÉÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÅÍÅÓÔÒÁ. □

9. òÏÌØ ÑÄÒÁ ðäï A^∗. œ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A { ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H c ÐÌÏÔ- ÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÔÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A^∗ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÅÇÏ ÑÄÒÏ Ker A^∗ ÚÁÍËÎÕÔÏ É H = Im A ⊕ Ker A^∗: (23)

ôÅÏÒÅÍÁ 12. ðÕÓÔØ A { ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ðäï ÉÚ ¯^m_{ph}(M ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ H^s(M ) Œ H^{s−m}(M ). óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÆÏÒÍÕÌÁ

H^{s−m}(M ) = Im A ⊕ Ker A^∗; (24)

ÇÄÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÙ (u; v)_{0;M} , ÐÒÏÄÏÌ- ÖÅÎÎÏÊ ÎÁ H^{s−m}(M ) × H^{m−s}(M ).

ðÏÑÓÎÉÍ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ Im A ÚÁÍËÎÕÔÁ Œ H^{s−m}(M ), Á Ker A^∗ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ É ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ s, ÔÁË ËÁË A^∗ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÎ ŒÍÅÓÔÅ Ó A. óÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÉŒÁÔØ A^∗ ŒÏ ŒÓÅÊ ÓÏÂÏÌÅŒÓËÏÊ ÛËÁÌÅ, ÏÂÙÞÎÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÔÕÔ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 11. åÓÌÉ m ≥ 0 É s = m, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (24) ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (23). (œ Ð. 8 ÍÙ ÜÔÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÕÖÅ ÏÔÍÅÔÉÌÉ Œ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.)

üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ m ≥ 0 ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Au = f c f ∈ H^0(M ) ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ u ∈ H^m(M ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A^∗f = 0. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÏÂÏÂÝÉÍ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ m É s.

ïÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 9 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ~_t. õÒÁŒÎÅÎÉÅ Au = f ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ Bv = g; ÇÄÅ B = ~_{s−m}A~^{−1}_s ; v = ~_su; g = ~_{s−m}f:

úÄÅÓØ B { ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ðäï ÐÏÒÑÄËÁ 0 É v; g ∈ H^0(M ). äÌÑ ÅÇÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ- ÓÔÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÕÓÌÏŒÉÅ (g; w)_{0;M} = 0 ÐÒÉ B^∗w = 0;

Ô.Å. (ÐÏÌÁÇÁÅÍ h = ~_{s−m}w) (~_{s−m}f; w)_{0;M} = 0 ÐÒÉ ~^{−1}_s A^∗~_{s−m}w = 0;

Ô.Å.

(f; h)_{0;M} = 0 ÐÒÉ A^∗h = 0:

éÍÅÎÎÏ ÜÔÉ ÕÓÌÏŒÉÑ É ÎÁÄÏ ÂÙÌÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. éÎÄÅËÓ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ðäï A ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ κ(A) = dim Ker A − dim KerA^* : (25) ïÎ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ s.

10. äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÉÎÄÅËÓÁ. ðÕÓÔØ H_1, H_2, H_3 { ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ A_1 : H_1 → H_2, A_2 : î_2 → H_3 { ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. ôÏÇÄÁ A_2A_1 : H_1 → H_3 { ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ É κ(A_2A_1) = κ(A_2) + κ(A_1): (26) üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ËÎÉÇÁÈ. œÏÚÍÏÖÎÏ, ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÓÌÅÄÕÀÛÅÇÏ ÓÅÍÅÓÔÒÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ A : H_1 → H_2 { ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ É B : H^2 → H^1 {ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ ÄÌÑ A. ôÏÇÄÁ B { ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ É κ(B) = −κ(A): (27) ðÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ, ÄÌÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ A ÏÎÏ ÏÞÅ- ŒÉÄÎÏ. æÏÒÍÕÌÁ (27) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (26), ÔÁË ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ BA ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ÉÎÄÅËÓ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ A { ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ É T { ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÉÚ H_1 Œ H_2. ôÏÇÄÁ A + T { ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ H_1 Œ H_2 É κ(A + T ) = κ(A): (28) üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ B ÄÌÑ A ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÏÍ ÄÌÑ A + T .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ A { (ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ) ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ H_1 Œ H_2. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ " > 0, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ´A { ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ H_1 Œ H_2 c ÎÏÒÍÏÊ ‖´A‖ < ", ÔÏ A + ´A { ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ É

κ(A + ´A) = κ(A): (29)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ B { ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ ÄÌÑ A. ôÏÇÄÁ

B(A + ´A) = BA + B´A = I_1 + T_1 + B´A:

ðÕÓÔØ ‖B‖‖´A‖ < 1: ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (I_1 + B´A)^{−1} É

(I_1 + B´A)^{−1}B(A + ´A) = I_1 + (I + B´A)^{−1}T_1:

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ (I_1 + B´A)^{−1}B { ÌÅŒÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ ÄÌÑ A + ´A. ðÒÁŒÙÊ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ " = ‖B‖^{−1}. ìÀÂÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ÉÎÄÅËÓ, ÔÁË ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÑ 3 ÉÎÄÅËÓ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÁ ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË Õ B. ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4 ÓÌÅÄÕÅÔ (29).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7. ðÕÓÔØ A { ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ H_1 Œ H_2 Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T , ÞÔÏ A + T ÏÂÒÁÔÉÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ u_1; : : :; u_m { ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ Ker A É v_1; : : :; v_n { ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ Ker A^∗. ðÏÌÏÖÉÍ T u_j = v_j (j = 1; : : : ; m), T = 0 ÎÁ (Ker A)^⊥ É ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÍ T ÎÁ H_1 ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ. üÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÎ ËÏÍÐÁËÔÅÎ É A + T ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ÉÎÄÅËÓ. ôÅÐÅÒØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ A + T ÉÍÅÅÔ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÑÄÒÏ.

ðÕÓÔØ h { ÜÌÅÍÅÎÔ ÜÔÏÇÏ ÑÄÒÁ. ðÕÓÔØ h = h_1+h_2, ÇÄÅ h_1 ∈ KerA É h_2 ⊥ Ker A. ôÏÇÄÁ (A + T )h_1 = T h_1; (A + T )h_2 = Ah_2; T h_1 ⊥ Ah_2;

ÔÁË ÞÔÏ T h_1 = 0 É Ah_2 = 0. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ h_1 = 0, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ Ah_2 = 0 É h_2 = 0 (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2). □