ìåëãéñ 2 8. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. úÁÐÉÛÅÍ ðäï A = a(x; D) ∈ S^m Œ ŒÉÄÅ

Au(x) = (2ß)^{−n} ∫ e^{ix·¸}a(x; ¸)v(¸) d¸; ÇÄÅ v(¸) = F u:

æÕÎËÃÉÑ v ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ S, ÐÏÜÔÏÍÕ ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙŒÁÅÔ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ÐÏ x ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ. ðÏÌÕÞÁÅÍ

D^ffAu(x) = ∫ e^{ix·¸}b_ff(x; ¸)v(¸) d¸;

É ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ b_ff ∈ S^{m+|ff|} . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. äÁÌÅÅ,

x^fiD^ffAu(x) = ∫ [D^fi_¸ e^{ix·¸}]b_ff(x; ¸)v(¸) d¸:

úÄÅÓØ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÏÄÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

x^fiD^ffAu(x) = (−1)^{|fi|} ∫ e^{ix·¸}D^fi_¸ [b_ff(x; ¸)v(¸)] d¸:

óÎÏŒÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ N^′, ÞÔÏ |⟨Au⟩|_N ≤ C_{N;N} ′ |⟨v⟩|_N ′ :

á ÔÁË ËÁË ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ S ÎÁ S, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÇÏ N ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ N^{′′}, ÞÔÏ |⟨Au⟩|_N ≤ C^′_{N;N} ′′ |⟨u⟩|_N ′′ : □ (1) 9. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 2. ðÕÓÔØ a ∈ S^{−∞}. úÁÐÉÛÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÑÄÒÁ:

k(x; y) = (2ß)^{−n} ∫ e^{i(x−y)·¸}a(x; ¸) d¸: (2) ôÁË ËÁË ÓÉÍŒÏÌ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙŒÁÅÔ ÐÒÉ ¸ → ∞, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ. ðÏÌÕÞÁÅÍ

@^ff_x @^fi_y k(x; y) = ∫ e^{i(x−y)·¸}a_{ff;fi}(x; ¸) d¸;

É ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ a_{ff;fi}(x; ¸) ∈ S^{−∞}. äÁÌÅÅ,

(x − y)^fl @^ff_x @^fi_y k(x; y) = ∫ D^fl_¸ [e^{i(x−y)·¸}]a_{ff;fi}(x; ¸) d¸:

Typeset by AMS-TEX 1

úÄÅÓØ ÂÙÓÔÒÏÅ ÕÂÙŒÁÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ a_{ff;fi}(x; ¸) É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÒÏ- ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ É ÐÏÌÕÞÉÔØ

(x − y)^fl @^ff_x @^fi_y k(x; y) = ∫ e^{i(x−y)·¸}a_{ff;fi;fl} (x; ¸) d¸:

óÉÍŒÏÌ a_{ff;fi;fl} (x; ¸) ÓÎÏŒÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ S^{−∞}, ÔÁË ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ. ôÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, k ∈ K^{−∞}.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ k(x; y) ∈ K^{−∞}. ðÏÄÓÔÁŒÉÍ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

Au(x) = ∫ k(x; y)u(y) dy

ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ u(x) ÞÅÒÅÚ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É ÐÏÍÅÎÑÅÍ ÍÅÓÔÁÍÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ (ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ). ðÏÌÕÞÉÍ

Au(x) = (2ß)^{−n} ∫ e^{ix·¸}a(x; ¸)v(¸) d¸; ÇÄÅ a(x; ¸) = ∫ e^{−i(x−y)·¸}k(x; y) dy = e^{−ix·¸} ∫ e^{iy·¸}k(x; y) dy: (3)

ïÔÓÀÄÁ ¸^ffa(x; ¸) = e^{−ix·¸} ∫ [D^ff_y e^{iy·¸}]k(x; y) dy;

É ÚÄÅÓØ ÓÐÒÁŒÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ k ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ. íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ a(x; ¸) ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙŒÁÅÔ ÐÒÉ ¸ → ∞ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ x. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÏÔ a. (îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ a(x; ¸) ÐÏ ¸_j ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÑÄÒÁ ÎÁ x_j − y_j c ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉ- ÔÅÌÑ.) □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œÏÚÍÏÖÎÏ ÄÒÕÇÏÅ ÎÁÐÉÓÁÎÉÅ ÑÄÒÁ, É ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ðäï ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ:

(2ß)^{−n} ∫ ∫ e^{i(x−y)·¸}a(x; ¸)u(y) dy d¸ = ∫ K(x; x − y)u(y) dy; ÇÄÅ K(x; y) = (2ß)^{−n} ∫ e^{iy·¸}a(x; ¸)d¸: (4)

ðÒÉ ÔÁËÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÑÄÒÏ { ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÔ ÓÉÍŒÏÌÁ ÐÏ ŒÔÏ- ÒÏÍÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÍÕ, Á ÓÉÍŒÏÌ { ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÔ ÑÄÒÁ ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÍÕ:

a(x; ¸) = ∫ e^{−iy·¸}K(x; y) dy: (5) ðÏËÁ ÍÙ ÎÅ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÍÓÑ ÎÁ ŒÙÑÓÎÅÎÉÉ ÔÏÇÏ, Œ ËÁËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ É ÐÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ËÏÒÒÅËÔÎÙ.

10. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 3. œ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁ ÐÒÅ- ÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏÉÔÓÑ a(x; ¸). îÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÄÅÌÉËÁÔÎÏÅ.

ðÕÓÔØ `(¸) { ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ C^∞(R^n), ÒÁŒÎÁÑ 0 ÐÒÉ |¸| ≤ 1 É 1 ÐÒÉ |¸| ≥ 2, É ÐÕÓÔØ {ø_j}^∞_0 { ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒŒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1; ÏÎÁ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÄÁÌØÛÅ. ðÏÌÏÖÉÍ

a(x; ¸) = ∞∑ 0 `(¸=ø_j )a_j (x; ¸): (6)

ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ (x; ¸) ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÌÅÎÏŒ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ @^fi `(¸) É |¸|^fi@^fi `(¸) { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ

|@^fi_¸ `(¸=ø )| ≤ C_fi(1 + |¸|)^{−|fi|} (ø ≥ 1; ¸ ∈ R^n):

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

|@^ff_x @^fi_¸ [`(¸=ø )a_j(x; ¸)]| ≤ C_{ff;fi;j}(1 + |¸|)^{m−|fi|−j} (7)

ÐÒÉ ø ≥ 1 É ŒÓÅÈ x, ¸.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ff; fi; j É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ ø

C_{ff;fi;j} ≤ 2^{−j}(1 + |¸|) ÄÌÑ |¸| ¿ ø =2: (8)

íÙ ŒÙÂÅÒÅÍ ø_j ¿ ø_{j−1} ÔÁË, ÞÔÏÂÙ

|@^ff_x @^fi_¸ [`(¸=ø_j)a_j (x; ¸)]| ≤ 2^{−j}(1 + |¸|)^{1+m−|fi|−j} (9)

ÞÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ Œ ÓÉÌÕ (7) É (8). çÒÕÂÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó (7) ÍÙ ÓÐÒÁŒÁ ÕŒÅ- ÌÉÞÉÌÉ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ 1 + |¸| ÎÁ 1, ÎÏ ÚÁÔÏ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÚÁÍÅÎÉÌÉ ÎÁ 2^{−j}.

ôÅÐÅÒØ ÆÕÎËÃÉÑ a(x; ¸) ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ff; fi; N É ÐÏÌÏ- ÖÉÍ N^′ = max(|ff| + |fi|; N + 1). îÁÍ ÎÁÄÏ ÏÃÅÎÉÔØ

@^ff_x @^fi_¸ [ a(x; ¸) − N∑ 0 a_j(x; ¸) ] = ∑ 1 + ∑ 2 + ∑ 3 : (10)

úÄÅÓØ ∑ 1 = N∑ 0 @^ff_x @^fi_¸ {[`(¸=ø_j ) − 1]a_j(x; ¸)} ∈ S^{−∞}; (11)

ÔÁË ËÁË ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ¸. äÁÌÅÅ, ∑ 2 = N^′∑

N+1 @^ff_x @^fi_¸ [`(¸=ø_j )a_j (x; ¸)] É | ∑ 2 | ≤ C(1 + |¸|)^{m−|fi|−(N+1)} (12) Œ ÓÉÌÕ (7). îÁËÏÎÅÃ, ∑ 3 = ∞∑ N^′ +1

@^ff_x @^fi_¸ [`(¸=ø_j )a_j(x; ¸)]

ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ (ÚÄÅÓØ ÍÙ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍ ÐÒÁŒÙÅ ÞÁÓÔÉ Œ (9)) | ∑ 3 | ≤ C^′(1 + |¸|)^{m−|fi|−(N+1)}: (13)

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ Œ (10) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ C^{′′}(1 + |¸|)^{m−|fi|−(N+1)};

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ a É ~a ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÁÓÉÍÐÔÏ- ÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ a_0 + · · · + a_N + : : : , ÔÏ

a − ~a = {a − [a_0 + · · · + a_N ]} − {~a − [a_0 + · · · + a_N ]} ∈ S^{m−N−1} ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ N . □

11. ðÒÏŒÅÒËÁ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ- ÌÅÇÞÁÅÔ ÜÔÕ ÐÒÏŒÅÒËÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a(x; ¸) ∈ C^∞; |@^ff_x @^fi_¸ a(x; ¸)| ≤ C_{ff;fi}(1 + |¸|)^{¯ff;fi} ; (14) a_j(x; ¸) ∈ S^{m−j} (j = 0; 1; : : :); (15) | | | |a(x; ¸) − l−1∑ j=0 a_j(x; ¸) | | | | ≤ C^l(1 + |¸|)^{rl} ; r^l → −∞: (16) ôÏÇÄÁ a ∈ S^m É a ∼ a_0 + a_1 + : : : .

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕÓÌÏŒÉÅ (14) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÅÓÌÉ a ∈ S^∞, Á ÕÓÌÏŒÉÅ (16) ÄoÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÎÙÍ Ó r_l = m − l (ÂÅÚ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÂÕÄÅÔ ÏÂÓÕÖÄÁÔØÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ.