ìåëãéñ 3

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 4. îÕÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ | | | |@^{x̧} @^˛ [ a(x; ) − N∑ j=0 a_j(x; ) ]| | | ≤ C^{¸;˛;N} (1 + ||)^{m−N−|˛|−1}; (17)

É ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏ ÐÏ |¸| + |˛|. îÏ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÐÅÒŒÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ÛÁÇÁÍÉ.

1) |¸| = |˛| = 0. âÅÒÅÍ l > N c r_l < m − N − 1 É ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ (15), (16). 2) |¸| + |˛| = 1. îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÉÚŒÅÓÔÎÁÑ ÌÅÍÍÁ. ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ f ∈ B^2(R) É M_j = sup |f^{(j)}(t)|, j = 0; 1; 2. ôÏÇÄÁ

M^2_1 ≤ 4M_0M_2: (18)

åÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏËÁ ÏÔÌÏÖÉÍ. úÁËÏÎÞÉÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÑ 2). ðÏÌÏÖÉÍ — = max_{|¸|+|˛|≤2} —_{¸;˛} É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÎÅ ÔÅÒÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ — > m. éÓÐÏÌØÚÕÑ (14), (15), ÒÅÚÕÌØÔÁÔ 1) É ÌÅÍÍÕ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÄÌÑ |¸|+|˛| = 1, N^′ ≥ N | | | |@^¸x @^˛ [ a(x; ) −

N^′∑

j=0 a_j (x; ) ]| | | 2 ≤ 4(1 + ||)^{m−N ′ −1}(1 + ||)^—;

É ÚÄÅÓØ m − N^′ − 1 + — 2 ≤ m − N − 1 − |˛| ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ N^′ > N . ïÓÔÁÅÔÓÑ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ (15) ÄÌÑ j > N . □ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ôÅÊÌÏÒÁ

f(t + fi ) = f(t) + fi f^′(t) + fi^2 2 f^{′′}(t + „fi ); „ ∈ (0; 1):

œÙÒÁÖÁÑ ÏÔÓÀÄÁ ÐÅÒŒÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

M_1 ≤

2M_0 fi + fi M_2 2 : (19)

ðÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÐÒÉ 2í_0=fi^2 = M_2=2. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ fi ÒÁŒÎÏ 2 √ M_0=M_2. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÅÇÏ Œ (19), ÐÏÌÕÞÁÅÍ

M_1 ≤ 2 √ M_0M_2: □

Typeset by AMS-TEX 1

§2. éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ðäï Œ R^n

1. áÎÁÌÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ŒÉÄÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÉÄÁ

Au(x) = (2ı)^{−n} ∫ ∫ e^{i(x−y)·}p(x; y; )u(y) dy d: (1)

úÄÅÓØ ŒÍÅÓÔÏ ÓÉÍŒÏÌÁ a(x; ) ÓÔÏÉÔ ÆÕÎËÃÉÑ p(x; y; ), ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÁÍÐÌÉÔÕÄÏÊ, ÏÔ ÔÒÅÈ ÇÒÕÐÐ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÒÉÞÅÍ x, y, ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n. æÕÎËÃÉÑ u ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÂÅÒÅÔÓÑ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ûŒÁÒÃÁ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S(R^{n1} × R^{n2}), ÎÅ ÐÒÅÄÐÏ- ÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ n_1 = n_2. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ

p(x; y; ) ∈ S^m(R^{2n} × R^n): (2)

üÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ p, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀ- ÝÉÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ

|@^¸_x @^˛_y @^‚ p(x; y; )| ≤ C_{¸;˛;‚} (1 + ||)^{m−‚} (3)

ÐÒÉ ŒÓÅÈ ¸, ˛, ‚.

íÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ (1) { ðäï ÉÚ ¯^m(R^n), É ŒÙÞÉÓÌÉÍ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚ- ÌÏÖÅÎÉÅ ÅÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ.

îÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÍÙ \ÒÁÚŒÑÖÅÍ ÓÅÂÅ ÒÕËÉ" Œ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÐÏÒÑÄËÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ. åÓÌÉ m < −n, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (1) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÎÏ ÐÒÉ m ≥ −n ÍÙ ÐÏËÁ ÄÏÌÖÎÙ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ y ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÅÔ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÀ ÐÏ . ðÏÑÓÎÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

v(x; ) = ∫ e^{−iy·}p(x; y; )u(y) dy

ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ C(1 + ||)^m, ÎÏ ÔÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ^¸v(x; ) ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ¸ (ÜÔÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ ÐÏ y), ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙŒÁÅÔ ÐÒÉ → ∞, ÔÁË ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

(2ı)^{−n} ∫ e^{ix·}v(x; ) d

ÔÏÖÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

ïÄÎÁËÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (1) ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÀ, ÐÏÓÌÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÒÑÄÏË ÉÎ- ÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÅÒÅÓÔÁÅÔ ÉÇÒÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÒÏÌØ.

ðÅÒŒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. œÏÚØÍÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ „_0(x) ÉÚ C^∞_0 (R^n), ÒÁŒÎÕÀ 1 ŒÂÌÉÚÉ ÎÁÞÁÌÁ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÅÂÅÇÁ Ï ÍÁÖÏÒÉÒÕÅÍÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ,

Au(x) = (2ı)^{−n} lim_{"→0} ∫ „_0(")e^{ix·} v(x; ) d

= (2ı)^{−n} lim_{"→0} ∫ ∫ „_0(")e^{i(x−y)·}p(x; y; )u(y) dy d;

É ÚÄÅÓØ \ÄŒÏÊÎÏÊ" ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÐÒÅÄÅÌÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

íÙ ÕËÁÖÅÍ ÅÝÅ ŒÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ, ÎÏ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÂÕÄÅÍ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒŒÙÍ. œŒÅÄÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

L = (1 + ||^2)^{−1}

(_n∑ 1 jD_j − 1 ) ; (4)

ÇÄÅ D_j = −i@=@y_j . íÙ ÉÍÅÅÍ

e^{−iy·} = −Le^{−iy·} = · · · = (−1)^kL^ke^{−iy·}: (5)

ðÏÜÔÏÍÕ

v(x; ) = (−1)^k ∫ L^ke^{−iy·}[p(x; y; )u(y)] dy = ∫ e^{−iy·}L^k[p(x; y; )u(y)] dy = ∫ e^{−iy·} ∑ |¸|≤k p_¸(x; y; )D^¸u(y) dy;

É ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ p_¸ ∈ S^{m−k} . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

Au(x) = (2ı)^{−n} ∫ ∫ e^{i(x−y)·} ∑ |¸|≤k p_¸(x; y; )D^¸u(y) dy: (6)

úÄÅÓØ ÎÁÄÏ ŒÚÑÔØ ÔÁËÏÅ k, ÞÔÏ m − k < −n, É ÔÏÇÄÁ \ÄŒÏÊÎÏÊ" ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÐÒÁŒÁ ÂÕÄÅÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ. üÔÏ É ÅÓÔØ ŒÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ¸! = ¸_1! : : : ¸_n!.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ p(x; y; ) ∈ S^m (R^{2n} × R^n). ôÏÇÄÁ A { ðäï ÉÚ ¯^m Ó ÓÉÍŒÏÌÏÍ a(x; ) ∼ ∑ ¸ p_¸(x; ); (7) ÇÄÅ p_¸(x; ) = 1 ¸! D^¸ @^¸_y p(x; y; ) | |_{y=x} ∈ S^{m−|¸|}: (8)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂSSÑÓÎÉÍ, ËÁË ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁ (7). òÁÚÌÏÖÉÍ p(x; y; ) ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ y ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ y−x Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÔÏÞËÅ x: p(x; y; ) = ∑ |¸|≤N q_¸(x; )(y − x)^¸ + ȷ_N (x; y; ); (9) ÇÄÅ q_¸(x; ) = 1 ¸! @^¸_y p(x; y; ) | |_{y=x} ∈ S^m(R^n × R^n): (10) ïÓÔÁÔÏË ȷ_N ÍÙ ŒÙÐÉÛÅÍ ÐÏÚÄÎÅÅ. óÌÁÇÁÅÍÙÍ Œ ÓÕÍÍÅ (9) ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÙ (2ı)^{−n} ∫ ∫ (−1)^¸[D^¸ e^{i(x−y)·}]q_¸(x; )u(y) dy d:

åÓÌÉ m < −n, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ y É ÐÏ É ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ- ŒÁÔØ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ ÐÏ . üÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÒÉÍÕÔ ŒÉÄ

(2ı)^{−n} ∫ ∫ e^{i(x−y)·}p_¸(x; )u(y) dy d: (11)

åÓÌÉ ÖÅ ÕÓÌÏŒÉÅ m < −n ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÔÏ ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ (ÐÅÒŒÏÊ) ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ

lim_{"→0} ∫∫ (−1)^¸[D^¸ e^{i(x−y)·}]„_0(")q_¸(x; )u(y) dy d

= lim_{"→0} ∫∫ e^{i(x−y)·}D^¸ [„_0(")q_¸(x; )]u(y) dy d:

úÄÅÓØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ D^¸ [: : : ] ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ìÅÊÂÎÉÃÁ. üÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÊ D^˛ q_¸(x; ) ∈ S^{m−|˛|} É D^‚ „_0("), ˛ + ‚ = ¸. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ " → 0 ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ

„_0(") → 1; D^‚ „_0(") → 0 (‚ ≠ 0):

ìÅÍÍÁ.

|@^‚ [„_0(")]| ≤ C_‚ (1 + ||)^{−‚}; (12) ÇÄÅ C_‚ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ".

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ^‚ @^‚ „_0() { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÁË ÞÔÏ

‚ @^‚ [„_0(")] = "^{|‚|}^‚ (@^‚ „_0)(")

{ ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÏ " É .

ôÅÐÅÒØ ÉÍÅÅÍ ∫∫ e^{i(x−y)·}D^˛ q_¸(x; )D^‚ „_0(")u(y) dy d = ∫ e^{ix·}D^˛ q_¸(x; )D^‚ „_0(")v() d;

ÇÄÅ v = F u, É ÚÄÅÓØ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ÐÏÄÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÕÀ ÍÁÖÏÒÁÎÔÕ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÕÀ ÏÔ ". ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÅÂÅÇÁ Ï ÍÁÖÏ- ÒÉÒÕÅÍÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÐÒÉ " → 0 ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë 0 ÐÒÉ ‚ ≠ 0 É Ë ∫ e^{iÈ·}p_¸(x; )v() d

ÐÒÉ ‚ = 0, Ô.Å. Õ ÎÁÓ ÏÐÑÔØ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (11).

ðÏ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ Œ (7) ÓÉÍŒÏÌ a(x; ) ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ è-ÅÒÍÁÎÄÅÒÁ.

ôÅÐÅÒØ ÎÁÄÏ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ (9). åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÐÒÉÄÁŒ ÅÍÕ ŒÉÄ

ȷ_N (x; y; ) = ∑ |˛|=N+1

ȷ_˛ (x; y; )(y − x)^˛ ; (13)

ÇÄÅ ȷ_˛(x; y; ) =

N + 1 ˛! ∫_1 0 (1 − fi )^N (@^˛_y p[x; x + fi (y − x); ] dfi (14)

üÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. æÏÒÍÕÌÁ ÅÓÔØ Œ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔÓËÉÈ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ ÐÏ ÁÎÁÌÉÚÕ. æÕÎËÃÉÉ ȷ_˛ ÎÁÓÌÅÄÕÀÔ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ Ë S^m. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ.

ïÓÔÁÔÏÞÎÏÍÕ ÞÌÅÎÕ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (9) ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÔÏÊ ÖÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

R_N u(x) = (2ı)^{−n} ∑ |˛|=N+1

lim_{"→0} ∫∫ (y − x)^˛e^{i(x−y)·}„_0(")ȷ_˛ (x; y; )u(y) d dy:

úÄÅÓØ (y − x)^˛e^{i(x−y)·} = (−1)^{|˛|}D^˛ e^{i(x−y)·}:

ðÅÒÅÎÏÓÑ D^˛ ÎÁ „_0(")ȷ_˛ (x; y; ) É ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÉ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÔÁËÉÅ ÖÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ËÁË ŒÙÛÅ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

R_N u(x) = (2ı)^{−n} ∫ ∫ e^{i(x−y)·}r_N (x; y; )u(y) dy d; (15) ÇÄÅ r_N (x; y; ) = ∑ |˛|=N+1

D^˛ ȷ_˛ (x; y; ) ∈ S^{m−N−1}(R^{2n} × R^n): (16)