ìåëãéñ 8 ðÒÉŒÅÄÅÍ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏŒÙÛÅÎÉÉ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÊ. îÏ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ ÐÏŒÙÛÅÎÉÑ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ \ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ".

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ A { ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ðäï ÉÚ ¯^m_{ph}(R^n), u ∈ H^s(R^n) É Au ∈ C^∞(˙), ÇÄÅ ˙ { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ Œ R^n. ôÏÇÄÁ u ∈ C^∞(˙).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÂÌÁÓÔØ˙ ÛÁÒÏÍ. ðÕÓÔØ ˙_0 { ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÛÁÒ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏ- ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ u ∈ C^∞(˙_0) (ÐÏÓÌÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÉÓÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÎÕÌÅŒÏÊ ÍÅÒÙ).

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ ’_k c ÓÕÖÁÀÝÉÍÉÓÑ ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ (k = 1; 2; : : :) ÔÁË, ÞÔÏ

’_k = 1 Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑ supp ’_{k+1} É ˙ ⊃ supp ’_k ⊃ ˙_0: œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÅ ’_k ÒÁŒÎÙ 1 ÎÁ ˙_0.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ’_{k+1}A’_ku = ’_{k+1}Au − ’_{k+1}A(1 − ’_k)u ∈ C^∞_0 (R^n);

ÔÁË ËÁË Œ ÐÅÒŒÏÍ ÞÌÅÎÅ ÓÐÒÁŒÁ Au ∈ C^∞ ÎÁ supp ’_{k+1}, Á ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÞÌÅÎÅ ’_{k+1}A(1 − ’_k)· ∈ ¯^{−∞}.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÏŒÏÄÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÉÎÄÕËÃÉÀ. éÍÅÅÍ ’_2A’_1u = (’_2A − A’_2)(’_1u) + A(’_2u): (5) úÄÅÓØ ÓÐÒÁŒÁ ’_2A − A’_2 ∈ ¯^{m−1} É ’_1u ∈ H^s(R^n), ÔÁË ÞÔÏ ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÓÐÒÁŒÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ H^{s−m+1}(R^n). ôÁË ËÁË ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ C^∞_0 (R^n), ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ’_2u ∈ H^{s+1}(R^n).

äÁÌÅÅ, ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ’_3A’_2u = (’_3A − A’_3)(’_2u) + A(’_3u) (6) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ’_3u ∈ H^{s+2}(R^n), É Ô. Ä. œ ÉÔÏÇÅ u ∈ H^∞(˙_0). □ úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ Œ ˙, ÔÁË ËÁË ÉÚ ÛÁÒÁ ˙_0 ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ Œ ˙ ÇÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ (a_0(x; ) ≠ 0 ÐÒÉ x ∈ ˙) ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌ- ÖÉÔØ ÄÏ ÇÌÁŒÎÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ Œ R^n.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. åÓÌÉ Au = f É A ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÎ, ÔÏ sing supp u ⊂ sing supp Au (7) É, ÚÎÁÞÉÔ, sing supp u = sing supp Au; (8) ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë (7) ŒËÌÀÞÅÎÉÅ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ŒÓÅÇÄÁ.

Typeset by AMS-TEX 1

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ÏÃÅÎËÉ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 3) ÓÌÅÄÕÅÔ ÜÌ- ÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔØ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ A ∈ ¯^m_{ph}(R^n) É ‖u‖_s ≤ C(‖Au‖_{s−m} + ‖u‖_{m−1}) (9) ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ u ÉÚ H^s(R^n) ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ s c ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ O = O(x_0) ÔÏÞËÉ x_0, ÇÄÅ C ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ u. ôÏÇÄÁ ÇÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ a_0(x; ) ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÎ Œ ÔÏÞËÅ x_0:

a_0(x_0; ) ≠ 0 ( ≠ 0): (10) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a_0(x_0; _0) = 0 ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ _0 ≠ 0.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÏÃÅÎËÕ (9) Ë ÆÕÎËÃÉÑÍ u(x) = ’(x)e^{iøx·¸0} ; fi > 0; ÇÄÅ ’ ∈ C^∞_0 (R^n); ‖’‖_0 = 1; supp ’ ⊂ O:

éÍÅÅÍ ‖u‖_s = ‖~^su‖_0 = ‖~^s(’·)(e^{iøx·¸0} )‖:

ðÕÓÔØ b(x; ) { ÓÉÍŒÏÌ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ~^s(’·). ôÏÇÄÁ ÐÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÎÁÍ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ÓÉÍŒÏÌÁ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÎÏÒÍÙ ÓÔÏÉÔ b(x; fi _0)e^{iøx·¸0} . ðÒÉ ÜÔÏÍ

b(x; ) ≈ ∑ 1 ¸!i^{|ff|}

@^ff_¸ (1 + ||^2)^{s=2} · @^ff_x ’(x); ÔÁË ÞÔÏ b(x; fi _0) = fi^s|_0|^s’(x) + O(fi^{s−1}) (fi → ∞): (11) áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ‖Au‖_{s−m} = ‖~^{s−m}Au‖_0;

É ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÎÏÒÍÙ ÓÔÏÉÔ Ó(x; fi _0)e^{iøx·¸}, ÇÄÅ c(x; ) { ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÁ ~^{s−m}A(’·). äÌÑ ÎÅÇÏ ÉÍÅÅÍ Ó(x; fi _0) = e^{iøx·¸0} fi^s|_0|^{s−m}a_0(x; _0)’(x) + O(fi^{s−1}):

ôÅÐÅÒØ ÏÃÅÎËÁ (9) ÄÁÅÔ fi^s|_0|^s ≤ Cfi^s|_0|^{s−m} max_{x∈supp ’} |a_0(x; _0)| + O(fi^{s−1}): (12 M)

ðÕÓÔØ supp ’ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÍÁÌ, ÞÔÏ ÎÁ ÎÅÍ C max |a_0(x; _0=|_0|)| < 1. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ fi ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. □

§4. ðÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ

1. çÌÁÄËÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ n-ÍÅÒÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ËÌÁÓÓÁ C^∞. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÁÑ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Œ R^{n+1}. îÅ ŒÄÁŒÁÑÓØ Œ ÓÏŒÓÅÍ ÔÏÞÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ M { \ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÅÅ" ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏ- ËÒÙÔÏÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ O. ëÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ËÁÒÔÕ { ÏÂÌÁÓÔØ U Œ R^n cÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ x = »(y) ÏÂÌÁ- ÓÔÉ U ÎÁ O. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ y Œ U ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ Œ O. åÓÌÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ O_1 É O_2 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÏ ÉÈ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÎÁ ËÁÒÔÁÈ U_1 É U_2 { ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÅÅ ÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ »^{−1}_1 »_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÍ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ëÁÒÔÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÔÌÁÓ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. úÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÅÇÏ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏÓÔØ (É ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ËÒÁÑ). ëÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ { ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ŒÙÂÒÁÔØ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ (Œ ÞÁÓÔÎÏ- ÓÔÉ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ) ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ. üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË ÎÁ M ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÅÇÏ ÔÏÞËÅ.

úÁÍËÎÕÔÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Œ R^n ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉ Ó ÒÁÚÎÏÊ (ÇÌÁÄËÏÊ) ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÅÊ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ, ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ { ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÇÌÁÄ- ËÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÓÁÍÙÊ ÏÂÝÉÊ) { ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n Œ R^N, N > n.

æÕÎËÃÉÑ f(x) ÎÁ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÏÊ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(»(y)) ÎÁ ËÁÒÔÁÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÅ. üÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C^∞(M ) = E(M ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎË- ÃÉÉ ËÌÁÓÓÁ C^N (M ) c ËÏÎÅÞÎÙÍ N ∈ Z_+. þÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÌÏËÁÌØÎÏ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ É ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÉÈ ŒÙÂÏÒÁ. ëÁË ÐÒÁŒÉÌÏ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ M ÎÅÌØÚÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÒÁÚÕ ÇÌÏÂÁÌØÎÏ.

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ {O_k}^K_k ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ (ÉÌÉ ÌÀÂÙÍÉ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ ÜÔÏÍÕ ÐÏËÒÙÔÉÀ ÒÁÚÂÉÅ- ÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ { ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎËÃÉÊ {’_k}^K_1 ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ

’_k ∈ C^∞(M ); ’_k ≥ 0; supp ’_k ⊂ O_k; K∑ 1 ’_k(x) ≡ 1: (1)

œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ó^N (M ) ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÎÏÒÍÕ

‖f‖_N = max

k;y∈U_k;ff|≤N

|@^ff_y (f’_k)[»^{(k)}(y)]|: (2)

üÔÁ ÎÏÒÍÁ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ É ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ ŒÙÂÏÒÁÈ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÎÏÒÍÙ. (üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ÎÏÒÍ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÚÁËÌÀÞÅÎÏ ÍÅÖÄÕ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ.)

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E^′(M ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÎÁÄ E(M ) = C^∞(M ).

ïÂÓÕÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÏÐÒÏÓ ÏÂ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÉ ÐÏ M . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÎÁ M ËÁË ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ȷ_U (y) ÎÁ ËÁÒÔÁÈ U , ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ O É O^′ ÉÍÅÀÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ÔÏ ÄÌÑ ÔÏÞÅË ÎÁ ËÁÒÔÁÈ U É U^′, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÔÏÞËÁÍ ÜÔÏÇÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, ȷ_U (y) dy = ȷ_U ′ (y^′) dy^′: (3)

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

ȷ_U [y(y^′)] = ȷ_U ′ (y^′) | | | | det

@y(y^′ ) @y^′ | | | | −1 : (4)

ïÂÙÞÎÏ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ÔÁË: dx = {ȷ_U (y) dy}.

ôÅÐÅÒØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÐÏ M ÆÏÒÍÕÌÏÊ ∫ M f(x) dx = K∑ 1 ∫ (f’_k)[»^{(k)}(y)]ȷ_{Uk} (y) dy: (5)

úÄÅÓØ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÙ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ ’_k Ó ÎÏÓÉÔÅ- ÌÑÍÉ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ O_k, ÐÌÏÔÎÏÓÔØ É ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ U^{(k)}. îÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ (4) ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ. EÓÌÉ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÏÓÉÔÅÌØ ÆÕÎËÃÉÉ f ÌÅÖÉÔ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ O, ÔÏ ∫ M f(x) dx = ∫ f(»(y))ȷ(y) dy: (6)

ëÁÖÄÕÀ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) ÎÁ M ÍÏÖÎÏ ÔÅÐÅÒØ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÉÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÉÚ E^′(M ) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

⟨f; ’⟩ = ∫ M f(x)’(x) dx; ’ ∈ E(M ): (7)

óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁ M ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(f; g)_{0;M} = ∫ f(x)g(x) dx: (8)

äÁÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L_2(M ) ËÁË ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÏÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C(M ) ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÎÏÒÍÅ ‖u‖_{0;M} = (u; u)^{1=2}_{0;M} . íÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÔØ É ÄÒÕÇÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L_p(M ), 1 ≤ p ≤ ∞.

ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÕÍÅÒÎÕÀ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S Œ R^3. ðÕÓÔØ ÏÎÁ ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ

x_j = x_j(t_1; t_2) (j = 1; 2; 3); (9)

ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÐÒÁŒÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÅ. úÄÅÓØ t_1; t_2 { ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. ìÅÂÅÇÏŒÁ ÍÅÒÁ Œ R^3 ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÌÅÂÅÇÏŒÕ ÍÅÒÕ ÎÁ S, É \ÉÎÔÅÇÒÁÌ 1-ÇÏ ÒÏÄÁ" ÐÏ ÜÔÏÊ ÍÅÒÅ (\ÐÏ ÐÌÏÝÁÄÉ ÎÁ S") ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ∫ f(x) dS = ∫∫ f(x_1(t_1; t_2); : : : ) √ EG − F^2 dt_1 dt_2; (10)

ÇÄÅ E = @_{t1} x · @_{t1} x; F = @_{t1} x · @_{t2} x; G = @_{t2} x · @_{t2} x: (11)

ðÒÉ ÜÔÏÍ, ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ŒÅÌÉÞÉÎÁ √ EG − F^2, ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÁÒÁÍÅ- ÔÒÉÚÁÃÉÉ, ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÑËÏÂÉÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: √ EG − F^2 = [| | | det

@(x_1; x_2) @(t_1; t_2) | | | | 2 + : : :

]_{1=2} : œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÅÓÔØ { √ EG − F^2 dt_1 dt_2}.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÁ M ÉÍÅÅÔ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔØ Ó ÔÁËÉÍÉ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ y, ÞÔÏ ȷ_U (y) ≡ 1.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ O { ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, Œ ËÏÔÏ- ÒÏÊ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ŒÚÑÔÁÑ ÔÏÞËÁ, É ~y_j (j = 1; : : :; n) { ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ÎÅÊ, ~U { ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ËÁÒÔÁ. ðÏÌÏÖÉÍ

y_1 = ~y_1; : : : ; y_{n−1} = ~y_{n−1}; y_n =

∫_{~yn}

~y_{n;0}

ȷ_{~U} (~y_1; : : : ; ~y_{n−1}; t) dt: (12)

ôÏÇÄÁ @y=@~y { ÎÉÖÎÑÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ Ó ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ (1; : : :; 1; ȷ_{~U} ) É dy = | | det(@y=@~y) | | d~y = ȷ_{~U} (~y) d~y;

ÔÁË ÞÔÏ ȷ_U (y) ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÏ 1.

ðÏËÒÙŒÁÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ Ó ÔÁËÉÍÉ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÁÍÉ É ŒÙÂÉÒÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ \ÍÁÌÙÊ" ÁÔÌÁÓ ÉÚ ËÁÒÔ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÈ Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÔÁË, ÞÔÏ ŒÓÅ ȷ_U ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÙ 1. æÏÒÍÕÌÁ (5) ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÒÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÉ ÜÔÉÈ ËÁÒÔ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ ∫ M f(x) dx = K∑ 1 ∫ (f’_k )[»^{(k)}(y)] dy: (5’)

óÏÂÏÌÅŒÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H^s(M ) ŒŒÏÄÑÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ {O_k} { ÐÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ, É ÐÕÓÔØ { _k}^K_1 { ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

k ∈ C^∞(M ); _k ≥ 0; supp _k ⊂ O_k; ∑ k > 0 ÎÁ M: (13)

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s ∈ R É ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ u ∈ C^∞(M ) ÐÏÌÏÖÉÍ

‖u‖_{s;M} = [ ∑ ‖u _k‖^2_{s;R}n

]_{1=2} ; (14)

ÇÄÅ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ u _k ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÁ Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ËÁÒÔÙ ÎÁ R^n ÎÕÌÅÍ ŒÎÅ ÅÅ ÎÏÓÉÔÅÌÑ É ÎÏÒÍÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÁ Œ R^n. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H^s(M ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C^∞(M ) ÐÏ ÜÔÏÊ ÎÏÒÍÅ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ

(u; v)_{s;M} = ∑ (u _k; v _k)_{s;R}n: (15)

òÁÚÎÙÅ ŒÙÂÏÒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ, ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÓÉÓÔÅÍÙ ÆÕÎËÃÉÊ _k ÐÒÉŒÏÄÑÔ Ë ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍ ÎÏÒÍÁÍ. üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉÃÙ: ∑ k(x) ≡ 1: (16)

äÒÕÇÏÊ ÐÏÌÅÚÎÙÊ ŒÙÂÏÒ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ: Ó ÕÓÌÏŒÉÅÍ ∑ 2_k(x) ≡ 1: (17)

œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÍÁÌÙÍ ÁÔÌÁÓÏÍ ÉÚ ËÁÒÔ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÈ Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ,

(u; v)_{0;M} = ∫ M uv dx; (18)

ÔÁË ÞÔÏ H^0(M ) ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó L_2(M ).

éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ H_s(M ) ⊃ H_s′ (M ) ÐÒÉ s < s^′; ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏ (ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ M ). ðÒÉ s > n=2 + k ÉÍÅÅÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ H^s(M ) ⊂ C^{(k)}(M ), k ∈ Z_+. ðÏÜÔÏÍÕ H^∞(M ) = ∩H^s(M ) ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó C^∞(M ). ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [H^s(M )]^′ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÎÁÄ H^s(M ) ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ 1) c H^s(M ), ÉÓÐÏÌØ- ÚÕÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (15), 2) c H^{−s}(M ), ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ (u; v)_{0;M} ÎÁ H^s(M ) × H^{−s}(M ). îÏ ÜÔÏÔ ŒÔÏÒÏÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÕÄÁÓÔÓÑ ÏÂÏÓÎÏŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÐÏÚÄÎÅÅ. óÍ. ÌÅËÃÉÀ 11.

îÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ÌÅËÃÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÅÍÅÓÔÒÁ.