œÙÓÛÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ íÁÔÅÍÁÔÉËÉ

òÉÍÁÎÏŒÙ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ É `-ÆÕÎËÃÉÉ ñËÏÂÉÁÎ É ÔÅÏÒÅÍÁ áÂÅÌÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ ÒÏÄÁ g ¿ 0 ÄŒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÄÉŒÉÚÏÒÙ.

ëÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÒÏÄÁ g ¿ 1 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÎÅÊ ÅÓÔØ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄŒÁ; ËÒÉŒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÉÇÏÎÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÎÅÊ ÅÓÔØ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ ÔÒÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.2. îÁÊÄÉÔÅ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ dx √ x^2 + ax + b : âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ R(x; y)dx;

ÇÄÅ y^2 = x^2 + ax + b, Á R | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.3. ðÕÓÔØ ff; fi | ÄŒÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÃÉËÌÁ ÎÁ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ- ŒÏÊ, ! | ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÎÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÉÏÄÙ a = ∫ ff ! É b = ∫ fi ! ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÌÁÓÓÙ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ËÒÉŒÙÈ ff; fi Ó ÏÂÛÉÍ ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÇÒÕÐÐÕ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÔÏÒÁ ÎÁÄ ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁËÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ É ÐÅÒÅÓÅËÁ- ÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.5. ðÅÒÉÏÄÙ na + mb ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÅÛÅÔËÕ ÎÁ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÜÔÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÜÌÌÉ- ÐÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.6. ðÕÓÔØ C | ÐÌÏÓËÁÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ, p | ÔÏÞËÁ ÜÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ, q_1; q_2; q_3 | ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÏÊ C Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ L. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∫_{q1} p ! + ∫_{q2} p ! + ∫_{q3} p ! ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÑÍÏÊ L.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.7. âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÕÓÔØ D = (f) | ÇÌÁŒÎÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ ÎÁ ÜÌÌÉ- ÐÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ É ~ ⊂ C | ÒÅÛÅÔËÁ ÅÅ ÐÅÒÉÏÄÏŒ. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÎÕÌÉ p_i É ÐÏÌÀÓÁ q_j ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ôÏÇÄÁ ∑ i ∫_{qi}

p_i

! ≡ 0 mod ~:

âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ g-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ˙(C) ÇÏÌÏ- ÍÏÒÆÎÙÈ 1-ÆÏÒÍ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ C ÒÏÄÁ g ≥ 1. ó ËÁÖÄÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ fl ÎÁ C ÍÏÖÎÏ ÓŒÑÚÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ! → ∫ fl ! ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. œÓÅ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÅÛÅÔËÕ Œ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ˙^∨(C). ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÔÏÒ, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÆÁËÔÏÒÏÍ ÐÏ ÜÔÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ, ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÑËÏÂÉÁÎÏÍ ËÒÉŒÏÊ C É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ J(C).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÐÅÒÉÏÄÏŒ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÒÁÚÕÀÔ 2g- ÍÅÒÎÕÀ ÒÅÛÅÔËÕ, Ô.Å. ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ 2g ÌÉÎÅÊÎÏ-ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ŒÓÑËÁÑ 4-ÍÅÒÎÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ Œ C^2 ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ËÁË ÒÅÛÅÔËÁ ÐÅÒÉÏÄÏŒ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÒÏÄÁ 2. ëÁËÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÄÏÌÖÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÔØ 4-ÍÅÒÎÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÍÉ ÐÅÒÉÏÄÏŒ?

óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÇÌÁŒÎÏÍÕ ÄÉŒÉÚÏÒÕ (f) ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ¯_f : ! →

∑ ∫_{qi}

p_i ! ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ 1-ÆÏÒÍ; ÚÄÅÓØ ÍÙ ŒÙ-

ÂÒÁÌÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÎÕÍÅÒÁÃÉÀ ÎÕÌÅÊ p_i É ÐÏÌÀÓÏŒ q_i ÆÕÎËÃÉÉ f. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÙÐÉÓÁÎÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ËÁË ÔÏÞËÁ ÑËÏÂÉÁÎÁ, Ô.Å. ÏÎ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÕÔÅÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ p_i Ó q_i, Á ÔÁËÖÅ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ÎÕÌÅÊ É ÐÏÌÀÓÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÕ- ÌÅÍ ËÁË ÔÏÞËÁ ÑËÏÂÉÁÎÁ.

òÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ¯_f ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÄÉŒÉÚÏÒÙ ÎÕÌÅŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ (ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÄÉŒÉÚÏÒÕ D, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ ¯_D ). õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ¯_D ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.13 (ÔÅÏÒÅÍÁ áÂÅÌÑ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ¯_D ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÕÌÅÍ ËÁË ÔÏÞËÁ ÑËÏÂÉÁÎÁ Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÄÉŒÉÚÏÒ D ÇÌÁŒÎÙÊ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D → ¯_D ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÁËÔÏÒ- ÇÒÕÐÐÙ ÇÒÕÐÐÙ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ ÎÕÌÅŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ ÇÌÁŒÎÙÈ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ ÎÁ ÑËÏ- ÂÉÁÎ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.15. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ C ÔÏÞËÕ p ∈ C É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¯ : C → J(C) ËÒÉŒÏÊ Œ ÅÅ ÑËÏÂÉÁÎ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

¯ : q →

∫_q p : âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÒÉŒÁÑ C ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, ÅÓÌÉ u(c) = −u(C) (ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÚÎÁË "−" Œ ÑËÏÂÉÁÎÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÒÉŒÁÑ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÇÉÐÅÒÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÁÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¯ ËÒÉŒÏÊ ÒÏÄÁ 2 Œ ÅÅ ÑËÏÂÉÁÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁ ÏÂÒÁÚ.