úÁÄÁÞÉ ÐÏ ËÕÒÓÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÏÔ ALG úÁÄÁÎÉÅ 1

áÌÇÅÂÒÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÌÏŒÁÒÉË

1^∘. œÙÞÉÓÌÉÔÅ: Á) (Z=2Z) ⊗_Z(Z=3Z) Â) (Z=3Z) ⊗_Z(Z=3Z) Œ) (Z=4Z) ⊗_Z(Z=8Z)

Ç) k[x] ⊗_k k[y] Ä) k[x; y] ⊗_{k[x]} k[x; z] Å) (A=I) ⊗_A I, ÇÄÅ I ⊂ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ ËÏÌØÃÁ A.

2. ïÐÉÛÉÔÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ V (J) ⊂ A^3 É ÉÄÅÁÌ I(V (J)) ⊂ C [x; y; z] ÄÌÑ ÉÄÅÁÌÏŒ

Á) J = (xy; (x − y)z) Â) J = (xy + yz + zx; x^2 + y^2 + z^2) 3. äÌÑ ÐÁÒÙ ÉÄÅÁÌÏŒ I; J ∈ k[x_1; : : : ; x_n] ÐÏÌÏÖÉÍ K = {ab | a ∈ I; b ∈ J} É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ IJ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ K. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ: Á) K = IJ É ÔÁË ÉÄÅÁÌ, Â) K = I ∩ J, Œ) V (IJ) = V (I ∩ J), Ç) I ∩ J ÉÄÅÁÌ, Ä) √ IJ = √ I ∩ J, Å) √ IJ = √ I √ J? 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍ f ÄÅÌÉÔ ÎÕÌØ Œ k[x_1; : : : ; x_n]=(g_1; g_2; : : : ; g_m), ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ V (f) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V (g_1; g_2; : : : ; g_m).

5. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÏŒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ŒÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ?

6 (ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÕÌÅÊ V (I) ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ I ⊂ k[X] ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËŒÁÚÉËÏÍÐÁËÔÎÏÊ^1 ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X.

7. œÓÅÇÄÁ ÌÉ Á) ÇÌÁŒÎÏÅ Â) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ- ÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ?

8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄŒÅ ÆÕÎËÃÉÉ f; g ∈ k[X] ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÓÏ- ŒÐÁÄÁÀÔ^2 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÐÕÓÔÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ X.

9. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÌÀÂÏÊ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ V (f) ⊂ A^n ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ p ∉ V (f) ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ H ∌ p ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÁ?

10. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ X^’ Y ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÅ: X^⊂ Y × A^m É ÐÒÏÅËÃÉÉ: Y × A^{m ß} Y .

11. ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ, ŒÄÏÌØ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ V (xy−1) ⊂ A_2 ÎÁ ÐÅÒŒÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÏÓØ A_1 ⊂ A_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

12 (ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÓÌÏčŒ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ:

Á) Specm A ËÏÎÅÞÅÎ ⇐⇒ k-ÁÌÇÅÂÒÁ A ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ k; Â) ŒÓÅ ÓÌÏÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ËÏÎÅÞÎÙ; Œ) ÌÀÂÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÓÌÏÑÍÉ ËÏÎÅÞÅÎ?

13 (ÌÅÍÍÁ îčÔÅÒ Ï ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÉ). ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ V (f) ⊂ A^n ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ A^{n−1} ⊂ A^n .

14. ðÕÓÔØ X ÁÆÆÉÎÎÏ, Á k[X] ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ^3. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÉ 1 Œ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ^4?

15. ïÂSSÑÓÎÉÔÅ, ËÁË ÐÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ X ⊂ A^n , Y ⊂ A^m ÎÁÐÉÓÁÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ X × Y ËÁË ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ A^{n+m} É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X × Y ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÅÓÌÉ X É Y ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ.

1Ô. Å. ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ X ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ 2ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ k[X] 3ÕÔÅÛÉÔÅÌØÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ: ÐÕÓÔØ X = A^n 4Ô. Å. ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ V (f) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ f ∈ k[X]