áÌÇÅÂÒÁ, 1 ËÕÒÓ ìÅËÃÉÑ 10 ðÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ Ë ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ

œ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ) ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ŒÙÑÓÎÉÔØ, Ë ËÁËÏÍÕ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ŒÉÄÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ.

äÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ É ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÍÅÅÔ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. ôÏÇÄÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ (Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ).

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ˘_i ÎÁÊÄčÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ e_i. éÈ n, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ, ŒÙÂÅÒÅÍ ÔÕ ÉÚ ÎÉÈ, Œ ËÏÔÏÒÕÀ Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ŒÈÏÄÉÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ: ∑ k x_{ik} e_{ik} = 0. ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÒÕÇÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÎÁ ÔÅ ÖÅ ŒÅËÔÏÒÙ. éÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÄÁÓÔ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ Ó ÍÅÎØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (A − ˘_1E) : : : (A − ˘_nE) ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎ- ÎÏ ÎÕÌÅŒÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎ ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ŒÓÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ. üÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÞÉÓÌÏŒÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, Œ ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÄÓÔÁŒÌÅÎ ÓÁÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ ŒÓÅÇÄÁ, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ËÏÇÄÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÑ ÒÁÚÎÙÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P_A(t) ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ det(A − tE) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. (çÁÍÉÌØÔÏÎ { ëÜÌÉ) P_A(A) = 0. îÅŒÅÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

P_A(A) = det(A − AE) = det(A − A) = det(0) = 0:

œ ÞčÍ ÔÕÔ ÐÒÏÂÌÅÍÁ? œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÐÒÑÍÏ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ ŒÍÅÓÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÁÔÒÉÃÙ ÍÁÔÒÉÃÕ. ïÄÎÁËÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚŒÉÔØ ÜÔÕ ÉÄÅÀ É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ðÕÓÔØ B = A − tE. üÔÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ t = A. ëÁË ŒÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÎÅč Åč ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ? íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ^B (ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÁÑ; ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ ÐÒÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ), É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ B ^B ÅÓÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ- ÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ B. õÍÎÏÖÉÍ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁ ÓÔÏÌÂÅÃ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÂÁÚÉÓÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ e_i (ÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÐÉÓÁÎÙ ÍÁÔÒÉÃÙ). ðÏÌÕ- ÞÉÍ B ^Be_i = det(B)e_i. ðÏÄÓÔÁŒÉÍ ÔÅÐÅÒØ t = A (ÔÕÔ ÍÏÖÎÏ ÕÖÅ ÎÅ ÂÅÓÐÏËÏÉÔØÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ B; ^B ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ∑ t^kb_k, ÇÄÅ b_k | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÏÔ t, É Œ ÔÁËÕÀ ÓÕÍÍÕ ÕÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ ÍÁÔÒÉÃÕ A ŒÍÅÓÔÏ t). ðÏÌÕÞÉÍ 0 = P_A(A)e_i. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ P_A(A) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÕÌčÍ ÎÁ ŒÓÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ É ÅÓÔØ ÎÕÌÅŒÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ.

åÓÔØ ÅÝč ÒÁÚÎÙÅ ËÒÁÓÉŒÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. œÏÚÍÏÖÎÏ, ÍÙ ŒÅÒÎčÍÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ ŒÐÏ- ÓÌÅÄÓÔŒÉÉ.

åÓÌÉ V ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, Á A | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÜÔÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(t) ∈ k[t] ÍÏÖÎÏ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ f(A). ëÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ (ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ R | ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. íÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ R (R-ÍÏÄÕÌÅÍ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ M, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R×M → M, (r; m) → rm, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ

• ∀m_1; m_2 ∈ M; r ∈ R r(m_1 + m_2) = rm_1 + rm_2; • ∀r_1; r_2 ∈ R; m ∈ M (r_1 + r_2)m = r_1m + r_2m; • ∀r_1; r_2 ∈ R; m ∈ R r_1(r_2m) = (r_1r_2)m; • ∀m ∈ M 1m = m.

ðÒÉÍÅÒ 1. íÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÜÔÉÍ ÐÏÌÅÍ. íÏÄÕÌØ ÎÁÄ Z | ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ. C | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R[x] Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ P (x)z = P (i)z.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. íÏÄÕÌØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ m_1; : : : ; m_s, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÏÄÕÌÑ ÅÓÔØ r_1m_1 + : : : + r_sm_s ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ r_1; : : : ; r_s ∈ R.

ðÒÉÍÅÒ 2. ëÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÜÔÉÍ ÐÏÌÅÍ. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÁÚÉÓÁ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ Z=2Z. œ ÎÅÊ ÎÅÌØÚÑ ŒÙÂÒÁÔØ ÎÁÂÏÒÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÎÁÄ ZÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ (ÐÏÓËÏÌØËÕ 2 ∈ ZÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÎÕÌčÍ).

íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. œÓÑËÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÅÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÍÏÄÕÌÅÊ ŒÉÄÁ R=(a_i), ÇÄÅ a_i | ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ R. åÓÌÉ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ a_1 | a_2 | : : : , ÔÏ ÎÁÂÏÒ ÔÁËÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

ðÒÉÍÅÒ 3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÄÕÌØ k[t]=(t − ˘)^n ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ k[t]. ïÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t Œ ÂÁÚÉÓÅ (t − ˘)^{n−1}; : : : ; (t − ˘); 1 ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉÃÕ

˘ 1 0 : : : 0 0 0 ˘ 1 : : : 0 0 : : : : : : : : : : : :

0 : : : : : : : : : 0˘ :

ôÁËÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙÍ ÂÌÏËÏÍ n × n, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÞÉÓÌÕ ˘.

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ (ÄÌÑ ÐÏÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ) ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÂÁÚÉÓ, ÇÄÅ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÍÅÅÔ ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ŒÉÄ, ÐÒÉÞčÍ ÂÌÏËÉ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ | ÖÏÒÄÁÎÏŒÙ.

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÍÏÄÕÌÑÈ ÎÁÄ ËÏÌØÃÁÍÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. íÙ ÕÖÅ ÏÂSSÑÓÎÑÌÉ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÚÁÄÁčÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. ëÁ- ÖÄÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÅÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÍÏÄÕÌÅÊ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÍÕ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ. íÙ ŒÙÑÓÎÉÍ ÜÔÏ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ.