áÌÇÅÂÒÁ, 1 ËÕÒÓ ìÅËÃÉÑ 11 íÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍÉ ËÏÌØÃÁÍÉ

œ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÌÉ ÓŒÑÚØ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ë ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍÕ ŒÉÄÕ É ÚÁÄÁÞÉ ÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. íÙ ÓÅÊÞÁÓ ÒÅÛÉÍ ŒÔÏÒÕÀ ÉÚ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ R | ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. íÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ R (R-ÍÏÄÕÌÅÍ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ M, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R×M → M, (r; m) → rm, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ

• ∀m_1; m_2 ∈ M; r ∈ R r(m_1 + m_2) = rm_1 + rm_2; • ∀r_1; r_2 ∈ R; m ∈ M (r_1 + r_2)m = r_1m + r_2m; • ∀r_1; r_2 ∈ R; m ∈ R r_1(r_2m) = (r_1r_2)m; • ∀m ∈ M 1m = m.

ðÒÉÍÅÒ 1. íÏÄÕÌØ ÎÁÄ Z | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ, Ô. Ë. ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ŒÙ- ÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÓÌÏÖÅÎÉÅ; nx = x + x + : : : + x n ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ

. œÓÑËÏÅ ËÏÌØÃÏ ÅÓÔØ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÓÏÂÏÊ: Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ R × R → R ÎÁÄÏ ŒÚÑÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ.

îÁÞÎčÍ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÏÂÝÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÏÄÍÏÄÕÌØ N ÍÏÄÕÌÑ M | ÜÔÏ ÁÂÅÌÅŒÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ, Ô. Å. ÅÓÌÉ n ∈ N, r ∈ R, ÔÏ rn ∈ N.

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÏÄÍÏÄÕÌØ ËÏÌØÃÁ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÇÏ ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÓÏÂÏÊ (ÓÍ. ŒÙÛÅ) | ÜÔÏ ÉÄÅÁÌ ËÏÌØÃÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. åÓÌÉ N | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ÍÏÄÕÌÑ M, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁ M ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: m_1 ∼ m_2, ÅÓÌÉ m_1 − m_2 ∈ N. ôÏÇÄÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÍÏÄÕÌÑ. üÔÏÔ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌÅÍ M ÐÏ N É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ M=N.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. œŒÅÄÉÔÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÏÄÕÌÑ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ œÁÛÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ (ÎÁÄ ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ËÏÌØÃÏÍ R) ’ : M_1 → M_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ, É ’(rm) = r’(m) ÄÌÑ m ∈ M_1, r ∈ R. ïÂÒÁÔÉÍÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ðÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ’ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ Ker ’ ⊂ M_1 (ÑÄÒÏ ’) É Im ’ ⊂ M_2 (ÏÂÒÁÚ ’).

ôÅÏÒÅÍÁ 1. (ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ) éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÄÕÌÅÊ Im ’ ≃ M_1= Ker ’. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ M_1 É M_2 | ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R. éÈ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ M_1 ⊕ M_2 | ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÐÁÒ (m_1; m_2), ÇÄÅ m_1 ∈ M_1, m_2 ∈ M_2, Ó ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÙÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ ÒÁÚÌÁ- ÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÓŒÏÉÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ M_1; : : : ; M_k, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ m_1 + : : : + m_k, ÇÄÅ m_i ∈ M_i. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÄÕÌØ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ M_1 ⊕ : : : ⊕ M_k .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. ðÕÓÔØ m_1; : : : ; m_k ∈ M. ðÏÄÍÏÄÕÌØ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ŒÉÄÁ r_1m_1 + : : : + r_k m_k, ÇÄÅ r_i ∈ R, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÍ m_1; : : : ; m_k, É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ (m_1; : : : ; m_k). åÓÌÉ (m_1; : : : ; m_k) = M, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ M ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ m_1; : : : ; m_k, É ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÚÙŒÁ- ÀÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÍÏÄÕÌÑ M. íÏÄÕÌØ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8. óÉÓÔÅÍÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ m_1; : : : ; m_k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÉÚ r_1m_1 + : : : + r_km_k = 0 (r_i ∈ R) ÓÌÅÄÕÅÔ r_1 = : : : = r_k = 0. ìÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ÍÏÄÕÌÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9. ëÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÂÁÚÉÓÏÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ. íÏÄÕÌØ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÏÄÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ.

ðÒÉÍÅÒ 3. îÅ ŒÓÑËÉÊ ÍÏÄÕÌØ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÂÁÚÉÓÏÍ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÂÁÚÉÓÏÍ ËÁË Z-ÍÏÄÕÌØ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. œÓÑËÉÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÄÕÌØ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÕ ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ÍÏÄÕÌØ M ÐÏÒÏÖÄčÎ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ m. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ R (ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÇÏ ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÓÏÂÏÊ) Œ M, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÅÄÉÎÉÃÕ Œ m. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÅÓÔØ ŒÓč, ÐÏÜÔÏÍÕ M ÅÓÔØ ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌØ ÐÏ ËÏÌØÃÁ ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÏÄÍÏÄÕÌÀ (ÑÄÒÕ). ðÏÄÍÏÄÕÌØ Œ ËÏÌØÃÅ ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÏÌØÃÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ, ÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ÎÉÍ ÍÏÖÎÏ ÜÆÆÅË- ÔÉŒÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ. éÄÅÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ M ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ Œ M, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ M. ðÏÜÔÏÍÕ ÚÁÄÁÞÕ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÌÅÇËÏ ÓŒÅÓÔÉ Ë ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ŒÒÅÍÅÎÎÏ ÉÚÕÞÁÔØ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. œÏ ŒÓÅÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ M ÎÁÄ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ R ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÏÚØÍčÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÏÓÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ p ËÏÌØÃÁ R É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÄÕÌØ M=pM. üÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R=(p) (ÅÓÌÉ [a] ∈ R=(p), [f] ∈ M=pM, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ [a][f] = [af]; ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ | ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!), É ÏÂÒÁÚ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÐÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÅÓÔØ ÂÁÚÉÓ ÜÔÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. (ðÕÓÔØ f_1; : : : ; f_n | ÂÁÚÉÓ, ÎÏ ËÌÁÓÓÙ [f_1]; : : : ; [f_n] ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ, Ô. Å. [a_1][f_1]+: : :+[a_n][f_n] = 0. ôÏÇÄÁ [a_1f_1 +: : :+a_nf_n] = 0, Ô. Å. a_1f_1 +: : :+a_nf_n = pm ∈ pM. ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ÜÌÅÍÅÎÔ a_i ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p (ÒÁÚÌÏÖÉÍ m ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ f_i), ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R=(p) ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÂÙÌÁ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ.) õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. (åÓÌÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÅÔ, ÔÏ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÂÒÁÔÉÍÙ É ËÏÌØÃÏ ÓÁÍÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÏÈÏÄÉÔ.)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10. þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÂÁÚÉÓÁ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÒÁÎÇÏÍ É ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ rk M.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. (ï ÐÏÄÍÏÄÕÌÑÈ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ) œÓÑËÉÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ N ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ M ÎÁÄ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÒÁÎÇÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ rk M, ÐÒÉÞčÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÉÓ e_1; : : : ; e_m ÍÏÄÕÌÑ M É ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ u_1; : : : ; u_n ËÏÌØÃÁ R, ÞÔÏ u_1e_1; : : : ; u_ne_n | ÂÁÚÉÓ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ N, ÐÒÉÞčÍ u_1 | u_2 | : : : | u_n.

äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ rk M. åÓÌÉ rk M = 1, ÔÏ ÍÏÄÕÌØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó R, Á ÐÏÄÍÏÄÕÌØ | Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ. œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ ŒÓÅ ÉÄÅÁÌÙ ÇÌÁŒÎÙÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ rk M = m ¿ 1 É e_1; : : : ; e_m | ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÂÁÚÉÓ M. ðÏÌÏÖÉÍ M_1 = (e_1; : : : ; e_{m−1}), N_1 = N ∩ M_1. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, N_1 | ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÒÁÎÇÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m − 1. åÓÌÉ N = N_1, ÔÏ ŒÓč ÄÏËÁÚÁÎÏ. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ß : M → M=M_1 . ðÏÓËÏÌØËÕ M=M_1 | ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÄÕÌØ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ß(N) | ÔÏÖÅ ÓŒÏ- ÂÏÄÎÙÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÄÕÌØ. ðÕÓÔØ ÏÎ ÐÏÒÏÖÄčÎ ÏÂÒÁÚÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f. ôÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ N ≃ N_1 ⊕ (f), ÐÏÜÔÏÍÕ N | ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÒÁÎÇÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m.

äÏËÁÖÅÍ ŒÔÏÒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÕÓÔØ e_1; : : : ; e_m | ÂÁÚÉÓ ÍÏÄÕÌÑ M. œÙÒÁÚÉÍ ÂÁÚÉÓ f_1; : : : ; f_n ÍÏÄÕÌÑ N ÞÅÒÅÚ e_1; : : : ; e_m:

f_i = m∑ i=1 c_{ij} e_j (c_{ij} ∈ R).

íÙ ÍÏÖÅÍ ÄÅÌÁÔØ Ó ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÍÏÄÕÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ (ÐÏ- ÌÕÞÁÑ ÉÚ ÎÅč ÄÒÕÇÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ):

• ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÄŒÕÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

• ðÒÉÂÁŒÌÅÎÉÅ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ R. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ ÍÏÄÕÌÑ M ÐÒÉŒÏÄÑÔ Ë ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ C, Á ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ ÍÏÄÕÌÑ N | Ë ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍ ÓÔÒÏË ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÑÍÉ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ Ó ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÈ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ ÕÓÌÏŒÉÊ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ.

äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n | ÞÉÓÌÕ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ | Á ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÓÔÒÏË ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÍÉÎÉÍÕÍÕ ÎÏÒÍÙ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ (ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÕÌÅŒÁÑ, ÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ).

éÔÁË, ÐÕÓÔØ C | ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÚ n ÓÔÒÏË. ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÄÏÂØčÍÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÐÏ ÎÏÒÍÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÅÓÔØ c_{11}. åÓÌÉ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ c_{i1}, ÎÅ ÄÅÌÑÝÉÊÓÑ ÎÁ c_{11}, ÔÏ ÅÇÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÅÇÏ ÏÓÔÁÔÏË ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ c_{11}, Ô. Å. ÍÁÔÒÉÃÁ ÓŒÅÄÅÎÁ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÉÎÉÍÕÍ ÎÏÒÍÙ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÕÍÅÎØÛÉÌÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ (É, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÉ) ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ c_{11}. úÎÁÞÉÔ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÉ É ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ, ËÒÏÍÅ c_{11}, ÂÙÌÉ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ c_{ij} Ó i; j ⩾ 2 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ c_{11}: c_{ij} = qc_{11} + r. ðÒÉÂÁŒÉÍ Ë j-ÏÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ ÐÅÒŒÙÊ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ŒÙÞÔÅÍ ÉÚ i-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÐÅÒŒÕÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ q. ðÏÌÕÞÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÉÎÉÍÕÍ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÅÎØÛÅ. úÎÁÞÉÔ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ c_{11}. œÙÞÅÒËÎÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÅÒŒÕÀ ÓÔÒÏËÕ É ÐÅÒŒÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ. ðÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉ- ÃÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ, ÐÒÉÞčÍ ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ. úÎÁÞÉÔ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÔÁËÏÍÕ ŒÉÄÕ É ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ (ÉÂÏ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ c_{11}).

ôÅÏÒÅÍÁ 5. ìÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ÍÏÄÕÌØ N ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ x_1; : : : ; x_n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ ß : R^n → N, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔ (a_1; : : : ; a_n) Œ ÜÌÅÍÅÎÔ ß((a_1; : : : ; a_n)) = a_1x_1 + : : : + a_nx_n. üÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Ó ÏÂÒÁÚÏÍ M. úÎÁÞÉÔ, M ≃ R^n= Ker ß. óÏÇÌÁÓÎÏ ÎÁÛÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÎÁÊ- ÄčÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ e_1; : : : ; e_n ÍÏÄÕÌÑ R^n, ÞÔÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Ker ß ÐÏÒÏÖÄčÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ u_1e_1; : : : ; u_me_m, ÇÄÅ u_i ∈ R, ÐÒÉÞčÍ u_i | u_{i+1} ÐÒÉ 1 ⩽ i ⩽ m − 1. ðÕÓÔØ ß_i | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ R Œ R=(u_i). âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ m = n, ÐÏÌÏÖÉÍ, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ, u_i = 0 ÐÒÉ i ¿ m. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ : R^n → R=(u_1) ⊕ : : :⊕ R=(u_n), ’(b_1e_1 + : : :+ b_ne_n) = (ß_1(b_1); : : : ; ß_n(b_n)). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, Á ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ (É ÄÁÖÅ ÒÁŒÎÏ) ÑÄÒÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ß. ðÏÜÔÏÍÕ É ÏÂÒÁÚÙ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÎÁÛÕ ÔÅÏÒÅÍÕ.

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÕÌÉ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: Œ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ u_i, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ ÄÅÌÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ. îÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ÅÓÔØ ËÕÄÁ ÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ŒÙÂÏÒÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11. ãÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÁÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÍÏÄÕÌÀ R=(p^k ), ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6. œÓÑËÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÐÒÑ- ÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ É ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÉÍÁÒÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ Œ ÓÉÌÕ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÅÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÄÕÌØ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÐÒÉÍÁÒÎÙÈ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ r_1; r_2 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ R=(r_1r_2) ≃ R=(r_1) ⊕ R=(r_2). ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ß : R → R=(r_1) ⊕ R=(r_2), ß(r) = (ß_1(r); ß_2(r)), ÇÄÅ ß_k | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ R → R=(r_k ) (k = 1; 2). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌ (r_1r_2). ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÅÓÔØ ŒÓč. üÔÏ ÌÅÇËÏ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ x; y ∈ R: xr_1 + yr_2 = 1. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÏÂÒÁÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁ bxr_1 + ayr_2 ÅÓÔØ (ß_1(a); ß_2(b)).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. úÁŒÅÒÛÉÔÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 7. îÁÂÏÒ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞ- ÎÏÓÔØÀ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. îÁÂÏÒ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ M = R=(u_1) ⊕ : : : ⊕ R=(u_m), ÇÄÅ u_1 | : : : | u_m, ÔÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.