áÌÇÅÂÒÁ, 1 ËÕÒÓ ìÅËÃÉÑ 12 öÏÒÄÁÎÏŒÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ É Åč ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ

äÏËÁÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÔÅÏÒÅÍÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ. ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ É ÐÒÉÍÁÒÎÙÈ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ. ôÏÇÄÁ ÉÈ ÎÁÂÏÒ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞ- ÎÏÓÔØÀ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÎÅÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ÞÁÓÔØ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÍÏÄÕÌÑ M ÅÓÔØ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Tor M, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ m ∈ M, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÊÄčÔÓÑ r ∈ R: rm = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÅÓÔØ M= Tor M É Åč ÒÁÎÇ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÏ ÎÅÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ M = Tor M. (ôÁËÉÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ.) œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ M Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÒÉÍÁÒÎÙÈ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ R=(p^m), ÒÁŒÎÏ dim p^{m−1}M=p^m M −dim p^mM=p^{m+1} M. úÄÅÓØ ÍÏÄÕÌÉ p^{m−1}M=p^m M É p^mM=p^{m+1} M ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R=(p).

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÄ C | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ t − ˘ Ó ˘ ∈ C , ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ (ËÁË ÜÔÏ ÏÂSSÑÓÎÑÌÏÓØ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ), ÅÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÍÏÄÕÌÅÊ ŒÉÄÁ C [t]=((t − ˘)^n) (Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÕÞÁÓÔŒÕÀÔ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉÍÁÒÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ, Ô. Ë. ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÍÏ- ÄÕÌØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÅÎ ÎÁÄ C ). ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ ÔÁËÏÍ ÍÏÄÕÌÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t ÅÓÔØ ÖÏÒÄÁÎÏŒ ÂÌÏË n × n, ÏÂÅÝÁÎÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ.

ëÁË ÎÁÈÏÄÉÔØ ÖÏÒÄÁÎÏŒÕ ÆÏÒÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ? ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÔØÓÑ ËÏÒÎÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. ïÄÎÁËÏ ÜÔÉÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÖÏÒ- ÄÁÎÏŒÙÈ ÂÌÏËÏŒ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÒÎÑ ˘_i ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ŒÙÞÉ- ÓÌÉÍ n_{ij} = dim Ker(A − ˘_i)^j . ðÕÓÔØ ÂÌÏËÏŒ k × k Ó ÞÉÓÌÏÍ ˘_i ŒÓÅÇÏ m_{ik}. ôÏÇÄÁ ∑ k m_{ik} = n_{i1}, m_{i1} + 2 ∑ k¿1 m_{ik} = n_{i2}, m_{i1} + 2m_{i2} + 3 ∑ k¿2 m_{ik} = n_{i3}, : : : éÚ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÁ m_{ik}.

á ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÖÏÒÄÁÎÏŒÁ ÂÁÚÉÓÁ ÎÁÄÏ ÒÅÛÁÔØ ÂÏÌØÛÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ŒÉÄÁ Av = ˘_iv ÉÌÉ Aw = ˘_iw + v.

äÌÑ ÞÅÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÖÏÒÄÁÎÏŒÁ ÆÏÒÍÁ? óÁÍÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÍÁÔÒÉÃÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏÂÙ ŒÏÚŒÅÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÕ A Œ ÓÔÅÐÅÎØ, ÍÏÖÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁÊÔÉ ÄÌÑ ÎÅč ÖÏÒÄÁÎÏŒ ÂÁÚÉÓ, ÔÏÇÄÁ A_J = C^{−1}AC (A_J | ÖÏÒÄÁÎÏŒÁ ÆÏÒÍÁ ÍÁÔÒÉÃÙ A, C | ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏ- ÄÁ), ÐÏÜÔÏÍÕ A^n_J = (C^{−1}AC)^n = C^{−1}A^nC, ÏÔËÕÄÁ A^n = CA^n_J C^{−1}. œÏÚŒÏÄÉÔØ ÖÅ ÖÏÒÄÁÎÏŒÕ ÆÏÒÍÕ Œ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ: Œ ÓÉÌÕ ÂÌÏÞÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁÄÏ ÕÍÅÔØ ŒÏÚŒÏÄÉÔØ Œ ÓÔÅÐÅÎØ ÖÏÒÄÁÎÏŒ ÂÌÏË J_n(˘) ÒÁÚ- ÍÅÒÁ n × n. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏÍÕ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ N ÍÁÔÒÉÃÕ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÓÏÓÅÄÎÅÊ Ó ÇÌÁŒÎÏÊ, ÓÔÏÑÔ ÅÄÉÎÉÃÙ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. (üÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t − ˘ Œ ÂÁÚÉÓÅ 1; t − ˘; (t − ˘)^2; : : : ; (t − ˘)^{n−1} ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C [t]=((t − ˘)^n).) ôÏÇÄÁ Õ ÍÁÔÒÉÃÁ N^k ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ k ÏÔ ÇÌÁŒÎÏÊ ÓÔÏÑÔ ÅÄÉÎÉÃÙ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÍÁ- ÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ J_n(˘) = (˘E + N)^k =

∑_k i=1 C^i_k˘^iN^{k−i}. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÏÚŒÏÄÉÔØ ÖÏÒÄÁÎÏŒ ÂÌÏË Œ ÓÔÅÐÅÎØ ÓÏŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÏ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÒÁÚÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÍÁÔÒÉÃÙ: ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ, ÓÉÎÕ- ÓÁ, ËÏÓÉÎÕÓÁ. œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÌÕÞÁÅŒ ÎÁÄÏ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÔØ ÒÑÄ, Œ ËÏÔÏÒÙÊ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ËÕÒÓÏÍ ÁÎÁÌÉÚÁ.

úÁÞÅÍ ÎÕÖÎÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ? | äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ: ÅÓÌÉ x(t) | ŒÅË- ÔÏÒ { ÓÔÏÌÂÅÃ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ŒÒÅÍÅÎÉ, A | ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ dx dt = Ax Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ x(0) = x_0 ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ (ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÉÚ ÁÎÁÌÉÚÁ; ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÜÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ) ÒÅÛÅÎÉÅ x(t) = e^{At}x_0. ë ÓÉÓÔÅÍÅ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ ÓŒÏÄÉÔÓÑ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ; ÅÓÌÉ y^{(n)} = a_1y^{(n−1)} + : : : + a_{n−1}y^′ + a_ny,

ÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅËÔÏÒ { ÓÔÏÌÂÅÃ

x = y y^′ . . y^{(n−1)} :

ñÓÎÏ, ÞÔÏ

x^′ = y^′ y^{′′} . . y^{(n)} = 0 1 0 : : : : : : 0 0 0 1 0 : : : 0 . . ... 0 0 : : : : : : : : : : : : : : : 1 a_n a_{n−1} : : : : : : : : : a_1 y y^′ . . y^{(n−1)}

= Ax

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A (ÔÁËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ËÓÔÁÔÉ, ÆÒÏÂÅÎÉÕÓÏŒÙÍ ÂÌÏ- ËÏÍ; ÐÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ Åč ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ). ðÏÜÔÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ÆÏÒÍÙ.

äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ | ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÁÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ k-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ a_{n+k} = c_1a_{n+k−1} + : : : + c_ka_n, ÔÏ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÑŒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÞÌÅÎÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {a_i} ÐÏ Åč ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ÔÏÖÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÄÅÌÁÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ

x_i = a_i a_{i+1} . . a_{i+k−1} :

ôÏÇÄÁ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

x_{i+1} = a_{i+1} a_{i+2} . . a_{i+k} = 0 1 0 : : : : : : 0 0 0 1 0 : : : 0 . . ... 0 0 : : : : : : : : : : : : : : : 1 c_k c_{k−1} : : : : : : : : : c_1 a_i a_{i+1} . . a_{i+k−1}

= Ax_i:

úÎÁÞÉÔ, x_n = A^nx_0, É ÚÁÄÁÞÁ ÓŒÅÄÅÎÁ Ë ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÀ ÍÁÔÒÉÃÙ Œ ÓÔÅÐÅÎØ.