áÌÇÅÂÒÁ, 1 ËÕÒÓ ìÅËÃÉÑ 5 íÁÔÒÉÃÙ, ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ ÓÏÄÅÒÖÁÌÓÑ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÏÂÍÁÎ: ÕÓÌÏŒÉÅ 1v = v ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÓÔÁÌØ- ÎÙÈ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ R^2 Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ –(x; y) = (–x; 0) ÐÒÅËÒÁÓÎÏ ÐÏÄÈÏÄÉÔ. ôÁË ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁÄÏ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÔØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. åÓÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ É ŒÅÒÈÎÉÅ, É ÎÉÖÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÙ, ÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ËÏÎŒÅÎÃÉÑ Œ ÆÉÚÉËÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ (ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ É ÐÒ.) ÉÍÅÀÔ ŒÅÒÈÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÙ, Á ŒÅËÔÏÒÙ | ÎÉÖÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÙ, ÐÒÉÞčÍ ÐÏ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÍÓÑ ÓŒÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ ÉÎÄÅËÓÁÍ ÉÄčÔ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ. ôÁË, ÆÉÚÉËÉ ŒÍÅÓÔÏ ÚÁÐÉÓÉ

∑_n i=1 –_iv_i ÐÉÛÕÔ –^iv_i, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ Œ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ŒÓÅ ÚÎÁÀÔ, ÓËÏÌØËÏ ÉÍÅÎÎÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ (ÞÅÍÕ ÒÁŒÎÏ n) É ÞÔÏ –^i | ÜÔÏ ÎÅ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÓÔÅÐÅÎØ : : :

ðÕÓÔØ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÅÓÔØ ÄŒÁ ÂÁÚÉÓÁ: e_1; : : : ; e_n É e^′_1; : : : ; e^′_n. ôÏÇÄÁ ÂÁÚÉÓ {e^′_i} (ĂÎÏŒÙÊĄ) ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÂÁÚÉÓ {e_j } (ĂÓÔÁÒÙÊĄ):

e^′_1 = a_{11}e_1 + a_{21}e_2 + : : : + a_{n1}e_n; e^′_2 = a_{12}e_1 + a_{22}e_2 + : : : + a_{n2}e_n;

: : :: : : : : :: : : : : : : : :: : : : : :: : : e^′_n = a_{1n}e_1 + a_{2n}e_2 + : : : + a_{nn}e_n: (1)

éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, e^′_i =

∑_n j=1 a_{ji}e_j .

ëÁË ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ? åÓÌÉ ŒÅËÔÏÒ v ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x^′_1; : : : ; x^′_n Œ ÎÏŒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, Ô. Å. v =

∑_n i=1 x^′_ie^′_i, ÔÏ v = n∑ i=1 x^′_i

(_n∑ j=1 a_{ji}e_j ) = n∑ j=1 (_n∑ i=1 a_{ji}x^′_i ) e_j ;

ÉÌÉ ÖÅ

x_1 = a_{11}x^′_1 + a_{12}x^′_2 + : : : + a_{1n}x^′_n; x_2 = a_{21}x^′_1 + a_{22}x^′_2 + : : : + a_{2n}x^′_n;

: : :: : : : : : : : :: : : : : :: : : : : : : : : x_n = a_{n1}x^′_1 + a_{n2}x^′_2 + : : : + a_{nn}x^′_n: (2)

œÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÎÏŒÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÞÅÒÅÚ ÓÔÁÒÙÊ, ÔÏ ÌÅÇËÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ÓÔÁÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ÎÏŒÏÍ: ÚÁËÏÎ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÌÕÞÁÅŒ ÔÁÂÌÉÃÅÊ

a_{1;1} a_{1;2} : : : a_{1;n} a_{2;1} a_{2;2} : : : a_{2;n} : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : a_{n;1} : : : : : : : : a_{n;n} ;

ËÏÔÏÒÕÀ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÓÌÕÞÁÅŒ, ŒÐÒÏÞÅÍ, ÎÁÄÏ ÏÔÒÁÚÉÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ a_{11} | a_{nn} (ĂÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏ- ÎÁÌÉĄ). üÔÁ ÔÁÂÌÉÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ {e_n} Ë ÂÁÚÉÓÕ {e^′_n}.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. ïÐÅÒÁÃÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÅÍ, Á ÏÔÒÁÖčÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ^tA. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

tA = a_{1;1} a_{2;1} : : : a_{n;1} a_{1;2} a_{2;2} : : : a_{n;2} : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : a_{1;n} : : : : : : : : a_{n;n} :

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÅÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÒÅÚÏÎÎÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÍÁÔÒÉÃÕ^tA ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ {e_i} Ë ÂÁÚÉÓÕ {e^′_i}, Á ÍÁÔÒÉÃÕ A ÎÁÚÙŒÁÔØ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ïÄÎÁËÏ ÍÙ ÓÌÅÄÕÅÍ ÔÒÁÄÉÃÉÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÔÒÉ ÂÁÚÉÓÁ {e_i}, {e^′_j }, {e^{′′}_k } É ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ŒÔÏÒÏÇÏ Ë ÐÅÒŒÏÍÕ (A), ÏÔ ÔÒÅÔØÅÇÏ ËÏ ŒÔÏÒÏÍÕ (B) É ÏÔ ÔÒÅÔØÅÇÏ Ë ÐÅÒŒÏÍÕ (C). ëÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ÜÔÉ ÍÁÔÒÉÃÙ?

x_i = n∑ k=1 a_{ik} x^′_k = n∑ k=1 a_{ik} n∑ j=1 b_{kj} x^{′′}_j :

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, x_i =

∑_n j=1 c_{ij} x^{′′}_j . ðÒÉÒÁŒÎÉŒÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ c_{ij} =

∑_n k=1 a_{ik} b_{kj} :

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÚÁÄÁčÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÍÁÔÒÉÃ ÂÉÎÁÒÎÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉÃ. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ:

Ó_{1;1} Ó_{1;2} : : : Ó_{1;n} Ó_{2;1} Ó_{2;2} : : : Ó_{2;n} : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : Ó_{n;1} : : : : : : : : Ó_{n;n} = a_{1;1} a_{1;2} : : : a_{1;n} a_{2;1} a_{2;2} : : : a_{2;n} : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : a_{n;1} : : : : : : : : a_{n;n} b_{1;1} b_{1;2} : : : b_{1;n} b_{2;1} b_{2;2} : : : b_{2;n} : : : : : : : : : : : : : : : : : : : b_{n;1} : : : : : : : : b_{n;n} :

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÏ ÔÁËÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄŒÅ ÍÁÔÒÉÃÙ n × n, ÎÏ É ÍÁÔÒÉÃÕ n × m É ÍÁÔÒÉÃÕ m × k (É ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ n × k). üÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ËÏÒÏÔËÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔ ĂÓÔÒÏËÁ ÎÁ ÓÔÏÌÂÅÃĄ, Ô. Å. ÞÔÏÂÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ij-ÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÎÁÄÏ ÐÒÉÓÔÁŒÉÔØ i-ÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÐÅÒŒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ Ë j-ÏÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ ŒÔÏÒÏÊ, ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ É ÓÌÏÖÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ. œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÍÏÖÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (1) É (2) ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

(e^′_1; e^′_2; : : : ; e^′_n) = (e_1; e_2; : : : ; e_n) a_{1;1} a_{1;2} : : : a_{1;n} a_{2;1} a_{2;2} : : : a_{2;n} : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : a_{n;1} : : : : : : : : a_{n;n} ;

x_1 x_2 . . x_n = a_{1;1} a_{1;2} : : : a_{1;n} a_{2;1} a_{2;2} : : : a_{2;n} : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : a_{n;1} : : : : : : : : a_{n;n} x^′_1 x^′_2 . . x^′_n :

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. ðÒÏÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÎÏŒÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÎÕÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÏŒÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ÓÔÁÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ Œ ÍÁÔÒÉÃÕ.

íÁÔÒÉÃÁ

E_n = id_n =

1 0 : : : 0 0 1 : : : 0 : : : : : : : : : : : : 0 : : : : : : 1 ; ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ŒÙÒÁÖÁÔØ ÂÁÚÉÓ ÞÅÒÅÚ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÂÁÚÉÓ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ. üÔÏ ÎÁÚŒÁÎÉÅ ÏÐÒÁŒÄÁÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ n × n-ÍÁÔÒÉÃÙ A ŒÅÒÎÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ AE_n = E_nA = A. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚ ËÁÖÄÙÊ ÂÁÚÉÓ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÐÏ ÄÒÕÇÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ, ÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ B = A^{−1}, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ AB = BA = E_n. õÒÁŒÎÅÎÉÅ AB = E_n (ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ B) ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÎÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÅÔ. üÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ | ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ B.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ m ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó n ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ:

a_{11}x_1 + a_{12}x_2 + : : : + a_{1n}x_n = b_1; a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + : : : + a_{2n}x_n = b_2; : : :: : : : : : : : :: : : : : :: : : : : : : : :

a_{m1}x_1 + a_{m2}x_2 + : : : + a_{mn}x_n = b_m; (3)

ÉÌÉ Œ ĂÍÁÔÒÉÞÎÏÍĄ ŒÉÄÅ Ax = b, ÇÄÅ

A = a_{1;1} a_{1;2} : : : a_{1;n} a_{2;1} a_{2;2} : : : a_{2;n} : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : a_{m;1} : : : : : : : : a_{m;n}

; x = x_1 x_2 . . x_n

; b = b_1 b_2 . . b_m :

äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÍÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ: ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÁÃÉÅÊ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ É ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x_1 ÎÅ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ŒÙÞÔÅÍ ÐÅÒŒÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ Ó ÎÕÖÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ x_1 ÎÅ ŒÈÏÄÉÌÏ Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ

ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, É ÂÕÄÅÍ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÄÕÈÅ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÔÁÎÅÔ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ, Ô. Å. Œ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÌÉÂÏ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÂÕÄÕÔ ÎÕÌÅŒÙÍÉ, ÌÉÂÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÎÕÌÅŒÙÈ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÏŒ ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÓÔÒÏËÅ.

íÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ: ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÕÚÎÁÔØ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ŒÅËÔÏÒ b ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÓÔÏÌÂ- ÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ A (Ô. Å. ÌÅÖÉÔ ÌÉ ÏÎ Œ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ). ðÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ (ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ) ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1. (ôÅÏÒÅÍÁ ëÒÏÎÅËÅÒÁ { ëÁÐÅÌÌÉ) óÉÓÔÅÍÁ (3) ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ (ÓÏŒÍÅÓÔÎÁ), ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ A É ŒÅËÔÏÒÁ b.

óËÏÌØËÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÛÅÎÉÊ Õ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ? åÓÌÉ ÓÔÏÌÂÃÙ ÍÁÔÒÉÃÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉ- ÓÉÍÙ, ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ÒÅÛÅÎÉÊ | ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, Ô. Å. ÓÉÓÔÅÍÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÅËÔÏÒ b ÎÕÌÅŒÏÊ. á Õ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ ÓÔÏÌÂÃÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ. òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÓÔÏÌØËÏ, ÓËÏÌØËÏ É ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÅÓÔØ, ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÂÁŒÉÔØ ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. îÏ ŒÏÚÍÏÖÅÎ É ÓÌÕ- ÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÏÌÂÃÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ É ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. üÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÁ

ôÅÏÒÅÍÁ 2. (áÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÁ æÒÅÄÇÏÌØÍÁ) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÚ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó n ÎÅÉÚŒÅÓÔ- ÎÙÍÉ. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÄŒÕÈ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ:

| ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ŒÅËÔÏÒÅ b ÞÁÓÔÑÈ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, | ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ b ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ, Á ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ | ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÎÁ.

îÁËÏÎÅÃ, ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÁË ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÑÄÅÒ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ V; W | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A: V → W ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W , ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓŒÏÊÓÔŒÁ:

• ∀v_1; v_2 ∈ V A(v_1 + v_2) = A(v_1) + A(v_2); • ∀v ∈ V; – ∈ K A(–v) = –A(v).

ðÒÉÍÅÒ 1. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V Œ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ | ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ÏÂÒÁ- ÚÕÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. œÙÒÁÚÉÔÅ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V É W .

ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ ÎÁ ÂÁÚÉÓÅ: ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÁ v =

∑_n i=1 x_ie_i ŒÅÒÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ A(v) =

∑_n i=1 x_iA(e_i). ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ, ÏÓÏÂÅÎ- ÎÏ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. åÓÌÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ÂÁÚÉÓÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ V , W , ÔÏ ËÁÖÄÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÓÔÏÌ- ÂÅÃ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,

v = x_1 x_2 . . x_n :

œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ A ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ m × n

a_{1;1} a_{1;2} : : : a_{1;n} a_{2;1} a_{2;2} : : : a_{2;n} : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : a_{m;1} : : : : : : : : a_{m;n} ;

ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ

A(v) = a_{1;1} a_{1;2} : : : a_{1;n} a_{2;1} a_{2;2} : : : a_{2;n} : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : a_{m;1} : : : : : : : : a_{m;n} x_1 x_2 . . x_n :

ôÏÇÄÁ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÒÁŒÎÏÓÉÌÅÎ ŒÏÐÒÏÓÕ Ï ÔÏÍ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉ ŒÅËÔÏÒ b ÏÂÒÁÚÕ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÉÚ K^n Œ K^m, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÇÏ ÍÁÔÒÉÃÅÊ A (ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Œ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ K^n É K^m ŒÙÂÒÁÎÙ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_i: ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ŒÅËÔÏÒÁ e_i ÉÍÅÅÔ ÎÏÍÅÒ i É ÒÁŒÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5. ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ É Œ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ, Á ÍÁ- ÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÂÁÚÉÓÙ ÄÁÎÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(−x), ÚÁÄÁÎ ÂÅÚÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎ- ËÒÅÔÎÏÇÏ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÉÓÁÔØ ÍÁÔÒÉÃÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÎÕÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÏÂÒÁÚÙ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W É ÚÁÐÉÓÁÔØ ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ÓÔÏÌÂÃÙ ÍÁÔÒÉÃÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ A: V_1 → V_2, B : V_2 → V_3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ B ∘ A: V_1 → V_3. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÏŒ {e_i}; {e^′_j}; {e^{′′}_k} Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ V_1; V_2; V_3 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ B ∘ A ÒÁŒÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÍÁÔÒÉÃ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ B É A.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ,

B ∘ A

(_{n1} ∑ i=1 x_ie_i ) = B (_{n2} ∑ k=1 (_{n1}∑ i=1 a_{ki}x_i ) e^′_k ) = n_3∑

j=1 (_{n1} ∑ i=1 (_{n2}∑ k=1 b_{jk}a_{ki} ) x_i ) e^{′′}_j :

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A: V_1 → V_2, É ÐÕÓÔØ ÉÚŒÅÓÔÎÁ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ A_{e;f} ÄÌÑ ÂÁÚÉÓÏŒ e_1; : : : ; e_n, f_1; : : : ; f_m ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ðÕÓÔØ e^′_1; : : : ; e^′_n, f^′_1; : : : ; f^′_m | ÄÒÕÇÉÅ ÂÁÚÉÓÙ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B; C ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÏŒ {e_i}, {f_j } Ë ÂÁÚÉÓÁÍ {e^′_i}, {f^′_j } ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉÃÕ A_e′_{;f} ′ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÄÌÑ ÎÏŒÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ A_e′_{;f} ′ = C^{−1}A_{e;f} B.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÓÔÏÌÂÅÃ ŒÅËÔÏÒÁ Œ ÓÔÁÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÎÁ ÓÔÏÌÂÅÃ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÎÏŒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. ðÏÌÏÖÉÍ w = A(v). åÓÌÉ ÄÌÑ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÓÔÁÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ w_{ÓÔ} = A_{e;f} v_{ÓÔ}, ÔÏ Cw_{ÎÏŒ} = A_{e;f} Bv_{ÎÏŒ}, ÏÔËÕÄÁ A_e′_{;f} ′ v_{ÎÏŒ} = w_{ÎÏŒ} = C^{−1}A_{e;f} Bv_{ÎÏŒ}, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ðÕÓÔØ C | ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÎÏŒÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , A | ÍÁÔÒÉÃÁ Œ ÓÔÁÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ôÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÎÏŒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÅÓÔØ C^{−1}AC.

œ ËÏÎÃÅ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÂÙÌÏ ÄÁÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. îÁÐÏÍÎÉÍ ÅÇÏ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. áÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ T , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V , Ô. Å. ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ T × V → T , (t; v) → t + v, ÐÒÉÞčÍ

• ∀t ∈ T; v; w ∈ V t + (v + w) = (t + v) + w; • ∀t ∈ T t + 0 = t;

• ∃t ∈ T t + v = t ⇒ v = 0; • ∀t_1; t_2 ∈ T ∃v ∈ V t_1 + v = t_2.

(ÐÅÒŒÙÅ ÄŒÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V Œ ÇÒÕÐÐÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ T , ÔÒÅÔØÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÏÔÒÁÖÁÅÔ ĂÓŒÏÂÏÄÎÏÓÔØĄ ÄÅÊÓÔŒÉÑ, Á ÞÅÔŒčÒÔÏÅ | ĂÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØĄ).

ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ (ÑÄÒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÎÕÌÑ) ÏÂÒÁÚÕÀÔ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÊ Ó ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔØÀ b | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!).