áÌÇÅÂÒÁ, 1 ËÕÒÓ ìÅËÃÉÑ 6 æÏÒÍÙ ÏÂSSčÍÁ

ðÏÄÒÏÂÎÏÅ ÒÁÚSSÑÓÎÅÎÉÅ ÐÒÏ ÚÁÍÅÎÙ ÂÁÚÉÓÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ÚÁÐÉÓÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ. ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÉÓÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A: V_1 → V_2, É ÐÕÓÔØ ÉÚŒÅÓÔÎÁ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ A_{e;f} ÄÌÑ ÂÁÚÉÓÏŒ e_1; : : : ; e_n, f_1; : : : ; f_m ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ðÕÓÔØ e^′_1; : : : ; e^′_n, f^′_1; : : : ; f^′_m | ÄÒÕÇÉÅ ÂÁÚÉÓÙ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B; C ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ (ÔÏ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÜÔÕ ÍÁÔÒÉÃÕ ÎÁ ÓÔÏÌÂÅÃ ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÅËÔÏÒÁ Œ ÎÏŒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÔÏÌÂÅÃ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÇÏ ÖÅ ŒÅËÔÏÒÁ Œ ÓÔÁÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ) ÏÔ ÂÁÚÉÓÏŒ {e_i}, {f_j } Ë ÂÁÚÉÓÁÍ {e^′_i}, {f^′_j } ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉÃÕ A_e′_{;f} ′ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÄÌÑ ÎÏŒÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ A_e′_{;f} ′ = C^{−1}A_{e;f} B.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÓÔÏÌÂÅÃ ŒÅËÔÏÒÁ Œ ÓÔÁÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÎÁ ÓÔÏÌÂÅÃ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÎÏŒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. ðÏÌÏÖÉÍ w = A(v). åÓÌÉ ÄÌÑ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÓÔÁÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ w_{ÓÔ} = A_{e;f} v_{ÓÔ}, ÔÏ Cw_{ÎÏŒ} = A_{e;f} Bv_{ÎÏŒ}, ÏÔËÕÄÁ A_e′_{;f} ′ v_{ÎÏŒ} = w_{ÎÏŒ} = C^{−1}A_{e;f} Bv_{ÎÏŒ}, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. îÁ ÌÅËÃÉÉ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÂÙÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÁË, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ Œ ÎÏŒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ŒÙÞÉ- ÓÌÑÌÁÓØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ A_e′_{;f} ′ = CA_{e;f} B^{−1}. œÙÑÓÎÉÔÅ, ÐÏÞÅÍÕ ÔÁË ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÌÏ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ĂÆÏÒÍÙ ÏÂSSčÍÁĄ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ vol(v; w) ÐÌÏÝÁÄØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÐÏÓÔÒÏ- ÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÁÈ v; w. ñÓÎÏ, ÞÔÏ vol(v; w) = 0, ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ, É ÞÔÏ vol(v_1 + v_2; w) = = vol(v_1; w) + vol(v_2; w) | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÒÉÓÏŒÁÔØ ÜÔÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ. éÚ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÐÏÌÁÇÁÔØ vol(u; v) = − vol(v; u). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ,

0 = vol(u + v; u + v) = vol(u + v; u) + vol(u + v; v) = = vol(u; u) + vol(v; u) + vol(u; v) + vol(v; v) = vol(v; u) + vol(u; v): (1)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. æÏÒÍÏÊ ÏÂSSčÍÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ vol ÎÁ ÎÁÂÏÒÁÈ n ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÑ Œ K, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ

• ∀v_1; : : : ; v_n ∈ V; ˘ ∈ K vol(v_1; : : : ; ˘v_i; : : : ; v_n) = ˘ vol(v_1; : : : ; v_i; : : : ; v_n).

• ∀v_1; : : : ; v^′_i; v^{′′}_i ; : : : ; v_n ∈ V vol(v_1; : : : ; v^′_i + v^{′′}_i ; : : : ; v_n) = vol(v_1; : : : ; v^′_i; : : : ; v_n) + vol(v_1; : : : ; v^{′′}_i ; : : : ; v_n). • åÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÙ v_1; : : : ; v_n ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ vol(v_1; : : : ; v_i; : : : ; v_n) = 0.

ìÅÍÍÁ 1. æÏÒÍÁ ÏÂSSčÍÁ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, Ô. Å.

∀v_1; : : : ; v_n ∈ V vol(v_1; : : : ; v_i; : : : ; v_j; : : : ; v_n) = − vol(v_1; : : : ; v_j; : : : ; v_i; : : : ; v_n):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÄŒÕÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ: ÎÁÍ ŒÁÖÎÏ ÌÉÛØ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÁ, ÅÓÌÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄŒÁ ÒÁŒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁ.

ìÅÍÍÁ 2. ìÀÂÙÅ ÄŒÅ ÆÏÒÍÙ ÏÂSSčÍÁ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÂSSčÍÁ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÆÏÒÍÙ ÏÂSSčÍÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ K.

üÔÁ ÌÅÍÍÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 3. æÏÒÍÁ ÏÂSSčÍÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÁÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e_1; : : : ; e_n ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V (ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ; ÜÔÏ É ÄÁčÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Ó ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ).

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÙ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÄÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÆÏÒÍÕ ÏÂSSčÍÁ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÏÎÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÚÎÁÅÍ Åč ÚÎÁÞÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÖÅ ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÏÎÉ ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ. äÅÊÓÔŒÕÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÍÅÎÑÔØ ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ ÂÁÚÉÓÁ e_i ÏÄÉÎ ÚÁ ÄÒÕÇÉÍ É ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ÏÂSSčÍÁ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ŒÙÒÁÚÉÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÂÁÚÉÓÅ e_i.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. äÏŒÅÄÉÔÅ ÄÏ ËÏÎÃÁ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. îÏ ÍÏÖÎÏ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ É ÂÏÌÅÅ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏ:

vol( n∑ j_1 =1

a_{1j1} e_{j1} ; : : : ; n∑ j_i=1

a_{iji} e_{ji} ; : : : ; n∑ j_n=1

a_{njn} e_{jn} ) = n∑ j_1 =1

a_{1j1} vol(e_{j1} ; : : : ; n∑ j_i=1

a_{iji} e_{ji} ; : : : ; n∑ j_n=1

a_{njn} e_{jn} ) = : : :

: : : = n∑ j_1 =1

: : : n∑ j_i =1

: : : n∑ j_n=1

a_{1j1} : : :a_{iji} : : :a_{njn} vol(e_{j1} ; : : : ; e_{ji} ; : : : ; e_{jn} ) =

= ( ∑ œ∈S_n

(−1)^{ÞčÔÎÏÓÔØ œ} a_{1œ(1)} : : :a_{iœ(i)} : : :a_{nœ(n)} ) vol(e_1; : : : ; e_i; : : : ; e_n): (2)

œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÁ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ ÏÂSSčÍÁ.