áÌÇÅÂÒÁ, 1 ËÕÒÓ ìÅËÃÉÑ 7 ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÏÒÍÙ ÏÂSSčÍÁ vol ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

vol( n∑ j_1 =1

a_{1j1} e_{j1} ; : : : ; n∑ j_i=1

a_{iji} e_{ji} ; : : : ; n∑ j_n=1

a_{njn} e_{jn} ) = ( ∑ œ∈S_n

(−1)^{ÞčÔÎÏÓÔØ œ}a_{1œ(1)} : : : a_{iœ(i)} : : : a_{nœ(n)} ) = vol(e_1; : : : ; e_i; : : : ; e_n): (1)

ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÆÏÒÍÁ ÏÂSSčÍÁ, ÒÁŒÎÁÑ ÅÄÉÎÉÃÅ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ A = (a_{ij} ) ∑ œ∈S_n

(−1)^{ÞčÔÎÏÓÔØ œ} a_{1œ(1)} : : : a_{iœ(i)} : : : a_{nœ(n)}

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÉÌÉ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÏÍ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ |A| ÉÌÉ det A.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ v_i =

∑_n j=1 a_{ij} e_j , ÔÏ vol(v_1; : : : ; v_n) = det A vol(e_1; : : : ; e_n).

ôÅÏÒÅÍÁ 1. det(AB) = det A det B. ĂäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏĄ. ðÕÓÔØ v_i =

∑_n

j=1 b_{ij} e_j , w_k =

∑_n l=1 a_{kl}v_l. ôÏÇÄÁ

det(AB) = vol(w_1; : : : ; w_n) vol(e_1; : : : ; e_n) = vol(w_1; : : : ; w_n) vol(v_1; : : : ; v_n) · vol(v_1; : : : ; v_n) vol(e_1; : : : ; e_n)

= det A det B;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ëÁË ÎÁÄÏ ÕÌÕÞÛÉÔØ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ? ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ ÍÁÔÒÉÃ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÈ ÄŒÁ ÂÁÚÉÓÁ. åÓÌÉ v_1; : : : ; v_n | ÎÅ ÂÁÚÉÓ, ÔÏ ÜÔÉ ŒÅËÔÏÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ, É det B = 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ŒÅËÔÏÒÙ w_1; : : : ; w_n ÓÕÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1; : : : ; v_n, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÏÂÒÁÚÏŒÙŒÁÔØ ÂÁÚÉÓ, Ô. Å. ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ. úÎÁÞÉÔ, det(AB) = 0. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ŒÅÒÎÏ. ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÌÉÂÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÁËÖÅ ÓÌÕÞÁÊ det A = 0, Á ÍÏÖÎÏ ŒÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÓËÁÚÁÔØ ÓÏŒÓÅÍ ÉÎÁÞÅ.

ðÕÓÔØ det B ≠ 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ det(AB) det B

ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ A. üÔÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ, É ÒÁŒÎÁÑ ÅÄÉÎÉÃÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ. ôÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ: ÐÏ ÓÕÔÉ, ÍÙ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÌÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. det(^tA) = det(A). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ∑ œ∈S_n

(−1)^{ÞčÔÎÏÓÔØ œ}a_{1œ(1)} : : : a_{iœ(i)} : : : a_{nœ(n)} = ∑ ø ∈S_n

(−1)^{ÞčÔÎÏÓÔØ ø} a_{ø (1)1} : : : a_{ø (i)i} : : : a_{ø (n)n}:

úÁÍÅÎÉÍ ø ÎÁ œ^{−1}. óÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ŒÓč ÅÝč ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍ, Á ÚÎÁË ÂÕÄÅÔ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÞčÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÒÁŒÎÁ ÞčÔÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. (óŒÏÊÓÔŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ) • ðÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÄŒÕÈ ÓÔÒÏË ÉÌÉ ÄŒÕÈ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË. • åÓÌÉ Ë ÓÔÒÏËÅ (ÓÔÏÌÂÃÕ) ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÒÉÂÁŒÉÔØ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÒÏËÕ (ÓÔÏÌÂÅÃ), ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ.

äÌÑ ÓÔÒÏË ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒ ÆÏÒÍ ÏÂSSčÍÁ. äÌÑ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎ- ÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. ðÒÏŒÅÄÉÔÅ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÎÁÊÄÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ±1, ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÓÌÅŒÁ (ÓÐÒÁŒÁ) ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÎÕÖÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍ ÍÁÔÒÉÃÙ A.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. (òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÏ ÓÔÒÏËÅ) | | | | | | a_{11} a_{12} : : : a_{1n} a_{21} a_{22} : : : a_{2n} : : : : : : : : : : : : a_{n1} a_{n2} : : : a_{nn}

| | | | | | = a_{11} | | | | | | a_{22} a_{23} : : : a_{2n} a_{32} a_{33} : : : a_{3n} : : : : : : : : : : : : a_{n2} a_{n3} : : : a_{nn}

| | | | | | − a_{12} | | | | | | a_{21} a_{23} : : : a_{2n} a_{31} a_{33} : : : a_{3n} : : : : : : : : : : : : a_{n1} a_{n3} : : : a_{nn}

| | | | | | + : : :

: : : + (−1)^{n−1}a_{1n} | | | | | | a_{11} a_{12} : : : a_{1;n−1} a_{21} a_{22} : : : a_{2;n−1} : : : : : : : : : : : : a_{n1} a_{n2} : : : a_{n;n−1}

| | | | | | : (2)

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ∑ ø ∈S_n

(−1)^{ÞčÔÎÏÓÔØ ø} a_{ø (1)1} : : : a_{ø (i)i} : : : a_{ø (n)n} = n∑ i=1 ∑ ø ∈S_n : ø (1)=i

(−1)^{ÞčÔÎÏÓÔØ ø} a_{1i}a_{2ø (2)} : : : a_{kø (k)} : : : a_{nø (n)};

É ÄÌÑ ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÁÄÏ ÌÉÛØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÂÅÓÐÏÒÑÄËÏŒ Ó ÕÞÁÓÔÉÅÍ i Œ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÕÍÍÙ ÅÓÔØ i − 1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. ëÁËÏŒ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏ ÓÔÒÏËÅ?

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÏÉÓËÁ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ. ðÒÉÍÅÒ 1. ïÂÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ (^{a b}_{c d} ) ÅÓÔØ^1_{ad−bc}

(_{d −b}

−c a ) . ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a_{kl} ÍÁÔÒÉÃÙ A = (a_{ij} ) ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ: ÎÕÖÎÏ ŒÙÞÅÒËÎÕÔØ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃÙ k-ÕÀ ÓÔÒÏËÕ É l-ÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ (ÓÔÒÏËÕ É ÓÔÏÌÂÅÃ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ a_{kl}), ÐÏÓÞÉÔÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ É ÕÍÎÏÖÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ (−1)^{k+l}. ðÏÌÕ- ÞÁÀÝÉÊÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÏÒÏÍ A_{kl} ÍÁÔÒÉÃÙ A, Á ÍÁÔÒÉÃÁ ^A, ij-ÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÅÎ (−1)^{i+j} A_{ji} (ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÐÏÒÑÄÏË ÉÎÄÅËÓÏŒ!!!), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ A É Åč ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ^A (Œ ÌÀÂÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ) ÒÁŒÎÏ ÍÁÔÒÉÃÅ, ŒÓÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÎÙ det A, Á ŒÓÅ ŒÎÅÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ i = 1; : : : ; n ŒÅÒÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

∑_n j=1(−1)^{i+j} a_{ij} A_{ij} = det A (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏ ÓÔÒÏËÅ É ÐÏŒÅÄÅÎÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÓÔÒÏË), Á ÐÒÉ k ≠ i | É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

∑_n

j=1(−1)^{i+j} a_{kj} A_{ij} = 0 (ÎÕÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏ ÓÔÒÏËÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ÄŒÕÍÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ). éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ ÔÁËÏÅ, ËÁË ÎÕÖÎÏ. œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÄÏ ÉÚÕÞÁÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÕ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. åÓÌÉ det A = 0, ÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ A ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. åÓÌÉ det A ≠ 0, ÔÏ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁŒÎÁ^1_{det A} ^A.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ.

œÅÒÎčÍÓÑ Ë ÆÏÒÍÁÍ ÏÂSSčÍÁ. ôÁ ÆÏÒÍÁ ÏÂSSčÍÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁ ÂÁÚÉÓÅ e_1; : : : ; e_n ÒÁŒÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ dx_1 ∧ dx_2 ∧ : : : ∧ dx_n, ÇÄÅ x_1; : : : ; x_n | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. úÎÁÞÏË ‘∧’ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ, Ô. Å. dx_i ∧ dx_j = −dx_j ∧ dx_i. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ó ÜÔÉÍÉ ÚÁÐÉÓÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ÏÐÅÒÉÒÏŒÁÔØ, ËÁË Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, ÕÐÏÒÑÄÏÞÉŒÁÑ ËÁÖÄÙÊ ÏÄÎÏÞÌÅÎ. ïÔÌÉÞÉÅ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÁËÉÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ: ŒÅÄØ dx_i ∧ dx_i = −dx_i ∧ dx_i, Ô. Å. dx_i ∧ dx_i = 0.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ A | ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ e_1; : : : ; e_n Ë ÂÁÚÉÓÕ f_1; : : : ; f_n. ôÏÇÄÁ x_i =

∑_n j=1 a_{ij} y_j .

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ Œ ÁÎÁÌÉÚÅ ÐÒÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ (ÓÒÁŒÎÉÔÅ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ dx =^{dx}_{dt} dt):

dx_1 ∧ : : : ∧ dx_i ∧ : : : ∧ dx_n =

(_n ∑ j=1 dx_1 dy_j dy_j ) ∧ : : : ∧

(_n ∑ j=1 dx_i dy_j dy_j ) ∧ : : : ∧

(_n ∑ j=1 dx_n dy_j dy_j ) = (_n∑ j=1 a_{1j} dy_j ) ∧ : : : ∧

(_n∑ j=1 a_{ij} dy_j ) ∧ : : : ∧

(_n∑ j=1 a_{nj} dy_j ) = (det A) dy_1 ∧ : : : ∧ dy_k ∧ : : : ∧ dy_n: (3)