áÌÇÅÂÒÁ, 1 ËÕÒÓ óÅÍÉÎÁÒ 11 íÏÄÕÌÉ. ðÒÁËÔÉËÁ.

1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Z=mnZ≃ Z=mZ⊕ Z=nZÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ m É n ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ.

2. éÚÏÍÏÒÆÎÙ ÌÉ ÇÒÕÐÐÙ (Á) Z=6Z⊕ Z=36Z É Z=9Z⊕ Z=24Z; (Â) Z=6Z⊕ Z=36ZÉ Z=12Z⊕ Z=18Z? 3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕÐÐÕ Z=2Z⊕ Z=4Z⊕ Z=6Z. óËÏÌØËÏ Œ ÎÅÊ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ ÐÏÒÑÄËÁ 2; 4 É 6?

4. ðÕÓÔØ A | ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e_1; : : : ; e_n, B | Åč ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ f_i =

∑_n j=1 a_{ij}e_j (1 ⩽ i ⩽ n).

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÁ A=B ËÏÎÅÞÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ (a_{ij}) ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ #(A=B) = | det(a_{ij} )|.

5. ðÕÓÔØ A | ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e_1; e_2; e_3, B | Åč ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÁÑ f_1; f_2; f_3. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÇÒÕÐÐÕ A=B Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ, ÅÓÌÉ

(Á) f_1 = 4e_1 + 5e_2 + 3e_3; f_2 = 5e_1 + 6e_2 + 5e_3; f_3 = 8e_1 + 7e_2 + 9e_3; (Â) f_1 = 4e_1 + 5e_2 + e_3; f_2 = 8e_1 + 9e_2 + e_3; f_3 = 4e_1 + 6e_2 + 2e_3;

6. îÁÊÄčÔÓÑ ÌÉ Œ ÇÒÕÐÐÅ Z=2Z⊕ Z=16ZÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁÑ (Á) Z=4Z⊕ Z=4Z; (Â) Z=2Z⊕ Z=2Z⊕ Z=2Z? 7. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉÃÕ

(_{3 0 8}

3 −1 6 −2 0 5 ) . îÁÊÄÉÔÅ ÖÏÒÄÁ- ÎÏŒÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ É ÖÏÒÄÁÎÏŒ ÂÁÚÉÓ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

8. æÉËÓÉÒÕÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ 2 × 2-ÍÁÔÒÉÃÕ A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÁÔÒÉÃ 2 × 2, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÍÁÔÒÉÃÕ X Œ ÍÁÔÒÉÃÕ AX. îÁÊÄÉÔÅ ÖÏÒÄÁÎÏŒÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÁ.

9. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÔÁËÏŒ, ÞÔÏ A^2 = A. ëÁËÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÖÏÒÄÁÎÏŒÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ?

10. (Á) œÙÞÉÓÌÉÔÅ A^k, ÅÓÌÉ A = (^{0 1}_{1 1} ). (Â) (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ðÏÌÕ- ÞÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÑŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ. (Œ) œÙÞÉÓÌÉÔÅ A^k, ÅÓÌÉ A =

(_{3 0 8}

3 −1 6 −2 0 5 ) . 11. œÙÞÉÓÌÉÔÅ exp A, ÅÓÌÉ A = (^{3 1}_{−1 5} ). (îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ exp A = = ∑ k⩾0 A^k

k! .)

áÌÇÅÂÒÁ, 1 ËÕÒÓ óÅÍÉÎÁÒ 11 1/2 íÏÄÕÌÉ. ôÅÏÒÉÑ.

úÄÅÓØ ÎÁÍÅÞÅÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÍÏÄÕÌÑÈ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅ- ÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r ∈ R rM = 0. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÅÒÉÏÄÏŒ ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌ Ann M ËÏÌØÃÁ R (ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ ÍÏÄÕÌÑ). ïÂÒÁÔÎÏ, ÄÌÑ ÉÄÅ- ÁÌÁ I ⊂ A ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ M_I , ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ, ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÍÙÈ I. íÏÄÕÌØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ËÏÎÅÞ- ÎÏÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ É ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÊ. îÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ m_1; : : : ; m_s ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÁÂÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ r_1m_1 + : : : + r_sm_s = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ r_1m_1 = : : : = r_sm_s = 0.

1. (Á) ðÕÓÔØ a | ÐÅÒÉÏÄ M, Ô. Å. M = M_{(a)}. òÁÚÌÏÖÉÍ a Œ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ: a = bc. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M = M_{(b)} ⊕ M_{(c)}. (õËÁÚÁÎÉÅ: 1 = bx + cy.)

(Â) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M(p) ⊂ M ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÁÎÎÕÌÉÒÕ- ÅÍÙÈ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p ∈ R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÒÏÓÔÙÈ M = M(p_1) ⊕ : : : ⊕ M(p_s).

œ ÚÁÄÁÞÁÈ 2,3 M = M(p).

2. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ m ∈ M ÉÍÅÅÔ ÐÅÒÉÏÄ p^k , ÅÓÌÉ p^k m = 0, p^{k−1}m ≠ 0. ðÕÓÔØ N | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ p^{N −1}M ≠ 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ m ∈ M ÐÅÒÉÏÄÁ p^N É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ (m), ÐÏÒÏ- ÖÄčÎÎÙÊ m. ðÕÓÔØ M = M=(m). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ y_1; : : : y_s ∈ M ÓÌÁ- ÂÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ É ÉÍÅÀÔ ÐÅÒÉÏÄÙ p^{n1} ; : : : ; p^{ns} . ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÔÅÌÉ y_1; : : : ; y_s ∈ M, ÉÍÅÀÝÉÅ ÔÅ ÖÅ ÐÅÒÉÏÄÙ, É ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ m; y_1; : : : ; y_s ÓÌÁÂÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

3. (Á) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ M_{(p)} ⊂ M ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R=(p) (ÉÄÅÁÌ (p) ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÆÁË- ÔÏÒËÏÌØÃÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ).

(Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dim M_{(p)} ¿ dim M_{(p)}. (òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ- ÓÑ ÎÁÄ R=(p).)

(Œ) éÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ dim M_{(p)} ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ÉÍÅÅÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ÓÌÁÂÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ.

4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÅÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ.

5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ M = M(p) = ⊕_{j⩾1}(R=(p^j ))^{nj} ËÒÁÔÎÏÓÔÉ n_j ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. (õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ dim M_{(p)} = ∑ j⩾1 n_j , dim(M=M_{(p)})_{(p)} = ∑ j⩾2 n_j É Ô. Ä.)