áÌÇÅÂÒÁ, 1 ËÕÒÓ óÅÍÉÎÁÒ 3

1. (ëÒÉÔÅÒÉÊ üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ) ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁÍÉ f(x) = a_0 + a_1x + : : : + a_nx^n ÔÁËÏŒ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p ÞÉÓÌÏ a_n ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, a_i ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p ÐÒÉ i ¡ n, ÎÏ a_0 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p^2. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ Œ Q[x].

2. (Á) (ìÅÍÍÁ çÁÕÓÓÁ) éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f(x); g(x) Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x)g(x) ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f(x); g(x) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ.

(Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ Z[x] ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ. (õËÁÚÁÎÉÅ: éÓÐÏÌØ- ÚÕÊÔÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ É ÔÏ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ Q[x] ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ.)

3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ Œ Z[x]: (Á) x^{105} − 9; (Â) x^4 − x^2 + 1;

(Œ) x^{p−1} + x^{p−2} + : : : + x + 1, ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ; (Ç) (x − a_1)(x − a_2) : : : (x − a_n) − 1 (a_i | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ); (Ä) (x−a_1)^2(x−a_2)^2 : : : (x−a_n)^2 +1 (a_i | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ). 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p ≡ 1 (mod 4) ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ a, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ a^2 + 1 ≡ 0 (mod p). (õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ É ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ œÉÌØÓÏÎÁ (p − 1)! ≡ −1 (mod p).)

5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ Z[i] ÃÅÌÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ≡ 3 (mod 4) ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ Z ÐÅÒÅÓÔÁÀÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÓÔÙÍÉ É ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.