2 ëÕÒÓ, áÌÇÅÂÒÁ 3 08.09.2003

çÒÕÐÐÙ - I

þÁÓÔØ 1. ôÅÏÒÅÍÁ öÏÒÄÁÎÁ{çÅÌØÄÅÒÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. çÒÕÐÐÁ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ.

ðÒÉÍÅÒÙ 1.2. 1. ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ G ÐÒÏÓÔÁ ⇐⇒ G = Z=pZ, ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÅ;

2. úÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ A_n ÐÒÏÓÔÁ ÐÒÉ n = 2 É n ⩾ 5.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.3. âÁÛÎÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐ G = G_0 ⊃ G_1 ⊃ · · · ⊃ G_{m−1} ⊃ G_m = 1, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ ∀s ⩽ m ÇÒÕÐÐÁ G_s ÎÏÒÍÁÌØÎÁ Œ G_{s−1} É ÇÒÕÐÐÁ G_{s−1}=G_s ÐÒÏÓÔÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.4. ïÄÎÁ ÂÁÛÎÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÅÍ ÄÒÕÇÏÊ ÂÁÛÎÉ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ÉÚ ŒÔÏÒÏÊ ÂÁÛÎÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ÐÅÒŒÏÊ ÂÁÛÎÉ.

ìÅÍÍÁ 1.5. œÓÑËÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÂÁÛÎÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÐÌÏÔÎÅÎÁ ÄÏ ÐÒÏÓÔÏÊ ÂÁÛÎÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÂÁÛÎÀ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÆÁËÔÏÒÏŒ, ÑŒÌÑÀÝÕÀÓÑ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÅÍ ÉÓÈÏÄÎÏÊ. åÓÌÉ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÆÁËÔÏÒÏŒ G_{s−1}=G_s Œ ÜÔÏÊ ÂÁÛÎÅ ÎÅ ÑŒÌÑÌÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ, ÔÏ ÂÁÛÎÀ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÕÐÌÏÔÎÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. œÙÂÅÒÅÍ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÕÀ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ H / G_{s−1}=G_s É ÐÏÌÏÖÉÍ G^′_i = G_i ÐÒÉ i ⩽ s − 1, G^′_i = G_{i−1} ÐÒÉ i ⩾ s + 1 É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G^′_s ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H Œ G_{s−1} ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ G_{s−1} → G_{s−1}=G_s. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÏŒÁÑ ÂÁÛÎÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÅÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ, É ÉÍÅÅÔ ÂÏÌØÛÅ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÆÁËÔÏÒÏŒ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ŒÙÂÏÒÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÂÁÛÎÉ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÙÄÕÝÁÑ ÂÁÛÎÑ ÑŒÌÑÌÁÓØ ÐÒÏÓÔÏÊ.

œÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ ÐÒÏÓÔÁÑ ÂÁÛÎÑ ÄÁÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÔŒÅÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Z=6Z⊃ 2Z=6Z⊃ 1 É Z=6Z⊃ 3Z=6Z⊃ 1 | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÂÁÛÎÉ ÇÒÕÐÐÙ Z=6Z. ïÄÎÁËÏ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÈÏÔØ ÂÁÛÎÉ É ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐ, ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÉÈ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.6. åÓÌÉ G = G_0 ⊃ G_1 ⊃ · · · ⊃ G_{m−1} ⊃ G_m = 1 É G = G^′_0 ⊃ G^′_1 ⊃ · · · ⊃ G^′_{n−1} ⊃ G^′_n = 1 | ÐÒÏÓÔÙÅ ÂÁÛÎÉ ÇÒÕÐÐÙ G, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ ÓÔÒÏÇÉÅ, ÔÏ m = n É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÈ ÆÁËÔÏÒÏŒ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 1.7. ðÕÓÔØ G_2 / G_1 ⊂ G É G^′_2 / G^′_1 ⊂ G. ôÏÇÄÁ

G_2(G_1 ∩ G^′_1) G_2(G_1 ∩ G^′_2)

∼= (G^1 ∩ G^{′1})G^{′2} (G_2 ∩ G^′_1)G^′_2 : äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÌÅŒÕÀ ÄÒÏÂØ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ G_1 ∩G^′_2 ⊂ G_1 ∩G^′_1 ⊂ G_1 ⊂ N_{G2} , ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐ Œ ÅÅ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁÍÉ Œ G. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, (g_2g_{11})(h_2g_{12})(g_2g_{11})^{−1} = g_2(g_{11}h_2g^{−1}_{11} )(g_{11}g_{12}g^{−1}_{11} )g_2 ∈ G_2G_2(G_1 ∩ G^′_2)G_2 = G_2(G_1 ∩ G^′_2), ÇÄÅ g_{11} ∈ G_1 ∩ G^′_1, g_{12} ∈ G_1 ∩ G^′_2 É g_2; h_2 ∈ G_2, ÐÏÜÔÏÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ Œ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ É ÌÅŒÁÑ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÁ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ

f : G_1 ∩ G^′_1 → G_2(G_1 ∩ G^′_1) →

G_2(G_1 ∩ G^′_1) G_2(G_1 ∩ G^′_2) : ôÁË ËÁË G_2(G_1 ∩ G^′_2)(G_1 ∩ G^′_1) = G_2(G_1 ∩ G^′_1), ÔÏ f ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ. äÁÌÅÅ, Ker f = (G_1 ∩ G^′_1) ∩ G_2(G_1 ∩ G^′_2). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ (G_1 ∩ G^′_1) ∩ G_2(G_1 ∩ G^′_2) = (G_2 ∩ G^′_1)(G_1 ∩ G^′_2):

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÅÖÉÔ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ ⊃. œÏÚØÍÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ. åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ g_2g_{12}, ÇÄÅ g_2 ∈ G_2, g_{12} ∈ G_1 ∩ G^′_2, ÐÒÉÞÅÍ g_2g_{12} ∈ G_1 ∩ G^′_1 ⊂ G^′_1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, g_2 = (g_2g_{12})g^{−1}_{12} ∈ G^′_1(G_1 ∩ G^′_2) ⊂ G^′_1G^′_2 ⊂ G^′_1, ÚÎÁÞÉÔ g_2 ∈ G_2 ∩ G^′_1 É g_2g_{12} ∈ (G_2 ∩ G^′_1)(G_1 ∩ G^′_2). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ ⊂, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ. 1

ðÏÌÕÞÁÅÍ

G_2(G_1 ∩ G^′_1) G_2(G_1 ∩ G^′_2)

∼= G^1 ∩ G^{′1} (G_2 ∩ G^′_1)(G_1 ∩ G^′_2)

. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ

(G_1 ∩ G^′_1)G^′_2 (G_2 ∩ G^′_1)G^′_2

∼= G^1 ∩ G^{′1} (G_1 ∩ G^′_2)(G_2 ∩ G^′_1)

. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ G_1 ∩G^′_2 ⊂ G_1 ∩G^′_1 ⊂ N_{G2} ∩N_G′_1 ⊂ N_{G2 ∩G}′_1 , ÐÏÜÔÏÍÕ (G_1 ∩G^′_2)(G_2 ∩G^′_1) ∼= (G_2 ∩G^′_1)(G_1 ∩G^′_2).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ: ÐÏÌÏÖÉŒ G_{ij} := G_{i+1}(G_i ∩ G^′_j), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÅ G = G_0 = G_{00} ⊃ G_{01} ⊃ · · · ⊃ G_{0n} = G_1 = G_{10} ⊃ G_{11} ⊃ · · · ⊃ G_{m−1;n} = 1 ÐÅÒŒÏÊ ÂÁÛÎÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÏÌÏÖÉŒ G^′_{ij} := (G_j ∩ G^′_i)G^′_{i+1}, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÅ G = G^′_0 = G^′_{00} ⊃ G^′_{01} ⊃ · · · ⊃ G^′_{0m} = G^′_1 = G^′_{10} ⊃ G^′_{11} ⊃ · · · ⊃ G^′_{n−1;m} = 1 ŒÔÏÒÏÊ ÂÁÛÎÉ. éÚ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ G_{ij} G_{i;j+1} = G_{i+1}(G^′_j ∩ G_i) G_{i+1}(G^′_{j+1} ∩ G_i)

∼= (G^j ∩ G^{′i})G^{′i+1} (G_{j+1} ∩ G^′_i)G^′_{i+1} = G^′_{ij} G^′_{i;j+1} ; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÆÁËÔÏÒÙ Œ ÜÔÉÈ ÂÁÛÎÑÈ ÐÏÐÁÒÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁË ËÁË ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÂÁÛÎÉ ÂÙÌÉ ÐÒÏÓÔÙÍÉ, ÔÏ ÎÁÂÏÒÙ ÆÁËÔÏÒÏŒ Œ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÂÁÛÎÑÈ É ÉÈ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑÈ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

ðÒÏÓÔÁÑ ÂÁÛÎÑ ÇÒÕÐÐÙ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ öÏÒÄÁÎÁ{çÅÌØÄÅÒÁ ÉÌÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ.

þÁÓÔØ 2. òÁÚÒÅÛÉÍÙÅ É ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÂÁÛÎÅÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐ, ÔÏ ÅÓÔØ ÂÁÛÎÅÊ G = G_0 ⊃ G_1 ⊃ · · · ⊃ G_{m−1} ⊃ G_m = 1, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ∀s ⩽ m G_s / G_{s−1} É ÇÒÕÐÐÁ G_{s−1}=G_s ÁÂÅÌÅŒÁ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÇÒÕÐÐÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÆÁËÔÏÒÙ Œ ÅÅ ÒÑÄÅ öÏÒÄÁÎÁ{çÅÌØÄÅÒÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙ.

ðÕÓÔØ G | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, Á H_1; H_2 ⊂ G | ÅÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ [H_1; H_2] ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ Œ G, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ŒÓÅÍÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁÍÉ [h_1; h_2] := h_1h_2h^{−1}_1 h^{−1}_2 , ÇÄÅ h_1 ∈ H_1, h_2 ∈ H_2. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÇÒÕÐÐÁ [G; G] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÏÍ ÇÒÕÐÐÙ G É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ G^′.

ìÅÍÍÁ 2.1. åÓÌÉ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H_1 É H_2 ÎÏÒÍÁÌØÎÙ Œ G, ÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ [H_1; H_2] ⊂ G ÔÏÖÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: g[h_1; h_2]g^{−1} = gh_1h_2h^{−1}_1 h^{−1}_2 g^{−1} = (gh_1g^{−1})(gh_2g^{−1})(gh^{−1}_1 g^{−1})(gh^{−1}_1 g^{−1}) = [gh_1g^{−1}; gh_2g^{−1}].

ìÅÍÍÁ 2.2. ëÏÍÍÕÔÁÎÔ ŒÓÑËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ, Á ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÁ G=G^′ ÁÂÅ- ÌÅŒÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ f : G → A | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ A, ÔÏ G^′ ⊂ Ker f.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ËÏÍÍÕÔÁÎÔ ÎÏÒÍÁÌÅÎ Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ. œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÑÓÎÏ ÞÔÏ Œ ÆÁËÔÏÒ- ÇÒÕÐÐÅ G=G^′ ŒÓÑËÉÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÒÁŒÅÎ 1, ÚÎÁÞÉÔ ÇÒÕÐÐÁ G=G^′ | ÁÂÅÌÅŒÁ. îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ, Á f : G → A | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ f([g_1; g_2]) = f(g_1g_2g^{−1}_1 g^{−1}_2 ) = f(g_1)f(g_2)f(g_1)^{−1}f(g_2)^{−1} = [f(g_1); f(g_2)] = 1, ÚÎÁÞÉÔ G^′ ⊂ Ker f.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ G | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÂÁÛÎÀ ÅÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐ: G^{(0)} = G, G^{(1)} = [G; G] = G^′, : : : , G^{(s)} = [G^{(s−1)}; G^{(s−1)}] = (G^{(s−1)})^′.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.3. çÒÕÐÐÁ G ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ⇐⇒ G^{(s)} = 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ s.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÂÁÛÎÑ ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÂÁÛÎÅÊ, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ (⇐=). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ G = G_0 ⊃ G_1 ⊃ · · · ⊃ G_{m−1} ⊃ G_m = 1 | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÂÁÛÎÑ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ G^{(s)} ⊂ G_s ÄÌÑ ŒÓÅÈ s. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ s. óÌÕÞÁÊ s = 0 ÏÞÅŒÉÄÅÎ. ôÅÐÅÒØ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ G^{(s−1)} ⊂ G_{s−1} É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ G^{(s−1)} → G_{s−1} → G_{s−1}=G_s. ôÁË ËÁË G_{s−1}=G_s | ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ, ÔÏ G^{(s)} ÌÅÖÉÔ Œ ÑÄÒÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ G^{(s)} ⊂ G_s.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.4. âÁÛÎÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐ G = G_0 ⊃ G_1 ⊃ · · · ⊃ G_{m−1} ⊃ G_m = 1 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ÒÑÄÏÍ, ÅÓÌÉ ∀s ⩽ m ÇÒÕÐÐÁ G_s ÎÏÒÍÁÌØÎÁ Œ G, É G_{s−1}=G_s ÌÅÖÉÔ Œ ÃÅÎÔÒÅ ÇÒÕÐÐÙ G=G_s.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.5. çÒÕÐÐÁ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ÒÑÄÏÍ.

ðÒÉÍÅÒÙ 2.6. 1. ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ;

2. ÅÓÌÉ G | p-ÇÒÕÐÐÁ (Ô.Å. |G| = p^n), ÔÏ G | ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ (ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ p-ÇÒÕÐÐÙ ŒÓÅÇÄÁ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌÅÎ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.7. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÒÕÐÐ Z_0G = G, Z_1G = [G; G], : : : , Z_sG = [Z_{s−1}G; G] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉÖÎÉÍ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ÒÑÄÏÍ ÇÒÕÐÐÙ G.

ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÒÕÐÐ Z^0G = 1, Z^1G = Z(G), Z^sG = Œ^{−1}_{s−1}(Z(G=Z^{s−1}G)), ÇÄÅ Œ_{s−1} : G → G=Z^{s−1}G | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÉÍ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ÒÑÄÏÍ ÇÒÕÐÐÙ G. ìÅÍÍÁ 2.8. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÎÁÞÎÅÍ Ó ÎÉÖÎÅÇÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÑÓÎÏ ÞÔÏ Z_sG | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Œ G, ÐÏ- ÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ŒÉÄÁ [: : : [[g_1; g_2]; g_3]; : : :; g_s], ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ Z_sG ⊂ Z_{s−1}G. œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ Z_sG ÎÏÒÍÁÌØÎÁ Œ G. îÁËÏÎÅÃ, ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ Z_{s−1}G Ó ÌÀÂÙÍ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏÍ ÉÚ G ÌÅÖÉÔ Œ Z_sG, ÐÏÜÔÏÍÕ ÇÒÕÐÐÁ Z_{s−1}G=Z_sG ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÃÅÎÔÒÅ ÇÒÕÐÐÙ G=Z_sG. úÎÁÞÉÔ ÎÉÖÎÉÊ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ.

þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÅÇÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, ÔÏ ÚÄÅÓØ ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÌÉÛØ ÔÏ, ÞÔÏ Z^sG / G. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ. óÌÕÞÁÊ s = 0 ÏÞÅŒÉÄÅÎ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ Z^{s−1}G / G É ÐÕÓÔØ g ∈ G, h ∈ Z^sG. ôÏÇÄÁ, ÔÁË ËÁË Œ_{s−1}(h) ÌÅÖÉÔ Œ ÃÅÎÔÒÅ ÇÒÕÐÐÙ G=Z^{s−1}G, ÔÏ Œ_{s−1}(ghg^{−1}) = Œ_{s−1}(g)Œ_{s−1}(h)Œ_{s−1}(g)^{−1} = Œ_{s−1}(h), ÚÎÁÞÉÔ Œ_{s−1}(ghg^{−1}) ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ Œ ÃÅÎÔÒÅ ÇÒÕÐÐÙ G=Z^{s−1}G, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ghg^{−1} ∈ Z^sG É Z^sG / G.

âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÅÒÈÎÉÊ (ÎÉÖÎÉÊ) ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ ÇÒÕÐÐÙ G ÏÂÒÙŒÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ s ÉÍÅÅÍ Z^sG = G (ÓÏÏÔŒ. Z_sG = 1). íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÔÁËÏÅ s ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÏÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ. ôÅÏÒÅÍÁ 2.9. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ: (i) ÇÒÕÐÐÁ G ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ; (ii) ŒÅÒÈÎÉÊ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ ÇÒÕÐÐÙ G ÏÂÒÙŒÁÅÔÓÑ; (iii) ÎÉÖÎÉÊ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ ÇÒÕÐÐÙ G ÏÂÒÙŒÁÅÔÓÑ.

þÁÓÔØ 3. óÉÌÏŒÓËÉÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ

ðÕÓÔØ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. çÒÕÐÐÁ H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ p-ÇÒÕÐÐÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÐÏÒÑÄÏË ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÞÉÓÌÁ p. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. ðÏÄÇÒÕÐÐÁ H ⊂ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÌÏŒÓËÏÊ p-ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ, ÅÓÌÉ H | p-ÇÒÕÐÐÁ É ÅÅ ÉÎÄÅËÓ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÅÓÌÉ |G| = p^km É (p; m) = 1, ÔÏ H | ÓÉÌÏŒÓËÁÑ, ÅÓÌÉ |H| = p^k. ôÅÏÒÅÍÁ 3.1. œÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ G ÉÍÅÅÔ ÓÉÌÏŒÓËÕÀ p-ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ p.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ n = |G|. åÓÌÉ p ̸|n, ÔÏ H = 1 É ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÕÓÔØ p|n. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ËÌÁÓÓÏŒ ÉÍÅÅÍ n = (Z : 1) + ∑ x∈G\Z (G : Gx), ÚÎÁÞÉÔ, ÌÉÂÏ p|(Z : 1), ÌÉÂÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ x ∈ G, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ

p ̸|(G : G_x). œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÍ |G_x| ¡ |G|, ÚÎÁÞÉÔ, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ G_x ÉÍÅÅÔ ÓÉÌÏŒÓËÕÀ p-ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ ÓÉÌÏŒÓËÏÊ É Œ G. œ ÐÅÒŒÏÍ ÖÅ ÓÌÕÞÁÅ ŒÙÂÅÒÅÍ Œ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ Z ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ Z^′ ÐÏÒÑÄËÁ p É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ G^′ = G=Z^′ (Z^′ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ, ÔÁË ËÁË ÌÅÖÉÔ Œ ÃÅÎÔÒÅ). åÓÌÉ H^′ ⊂ G^′ | ÓÉÌÏŒÓËÁÑ p-ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÔÏ ÅÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚ Œ G ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÌÏŒÓËÏÊ p-ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.2. (i) œÓÑËÁÑ p-ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ⊂ G ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÓÉÌÏŒÓËÏÊ p-ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ. (ii) œÓÅ ÓÉÌÏŒÓËÉÅ p-ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Œ G ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ. (iii) ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÉÌÏŒÓËÉÈ p-ÐÏÄÇÒÕÐÐ Œ G ÒÁŒÎÏ 1 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÓŒÏÉÈ p-ÐÏÄÇÒÕÐÐ.

(i) ðÕÓÔØ H ⊂ G | p-ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, P | ÓÉÌÏŒÓËÁÑ p-ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, Á S | ÏÒÂÉÔÁ P ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ G. ôÏÇÄÁ |S| = (G : N_P ), ÇÄÅ N_P | ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ P . îÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ P ⊂ N_P , ÐÏÜÔÏÍÕ |S| ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó p. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÄÅÊÓÔŒÉÅ H ÎÁ S. ðÏÒÑÄÏË S ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ÄÌÉÎ ÏÒÂÉÔ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ŒÓÑËÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÇÒÕÐÐÙ H ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË ÒÁŒÎÙÊ p^s, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÒÂÉÔÁ ÐÏÒÑÄËÁ 1. ðÕÓÔØ ÏÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ P^′. ôÏÇÄÁ H ⊂ N_P ′ , ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, HP^′ ⊂ G | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ É, ÔÁË ËÁË HP^′=P^′ ∼= H=(H ∩ P^′), ÔÏ HP^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ p-ÇÒÕÐÐÏÊ. îÏ ÔÁË ËÁË P^′ ⊂ HP^′ É P^′ ÓÉÌÏŒÓËÁÑ, ÔÏ HP^′ = P^′, ÚÎÁÞÉÔ, H ⊂ P^′.

(ii) úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ (i) ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÄÁÖÅ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ H | p-ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, Á P | ÓÉÌÏŒÓËÁÑ p-ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÔÏ H ÌÅÖÉÔ Œ ÓÉÌÏŒÓËÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÊ Ë P . åÓÌÉ H | ÓÁÍÁ ÓÉÌÏŒÓËÁÑ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ H É P ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ.

(iii) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÓÉÌÏŒÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ P ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÓÉÌÏŒÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ. äÌÉÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÒÂÉÔÙ | ÜÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ p, ÐÒÉÞÅÍ ÏÒÂÉÔÁ ÇÒÕÐÐÙ P^′ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ ⇐⇒ P ⊂ N_P ′ , ÎÏ ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ Œ (i) ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ P^′ = P . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÉÎÁ ŒÓÅÈ ÏÒÂÉÔ, ËÒÏÍÅ ÏÒÂÉÔÙ { P } ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.3. ôÁË ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÉÌÏŒÓËÉÈ p-ÐÏÄÇÒÕÐÐ | ÏÒÂÉÔÁ ÇÒÕÐÐÙ G, ÔÏ ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁŒÎÏ ÉÎÄÅËÓÕ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒÁ ÓÉÌÏŒÓËÏÊ p-ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ P , ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÄÅÌÉÔ (G : P ) = |G|=p^n.