2 ëÕÒÓ, áÌÇÅÂÒÁ 3 10.11.2003

ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ

þÁÓÔØ 1. ëÒÉÔÅÒÉÊ ÐÒÏÓÔÏÔÙ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÄÉËÁÌÏÍ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÌÅŒÙÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ A. òÁÄÉËÁÌ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ R_A. ìÅÍÍÁ 1.1. òÁÄÉËÁÌ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÍ ÉÄÅÁÌÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ x ∈ R_A, a ∈ A É xa ∉ R_A. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÌÅŒÙÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m ⊂ A, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ xa ∉ m. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ I = { z ∈ A | za ∈ m }. ñÓÎÏ, ÞÔÏ I | ÌÅŒÙÊ ÉÄÅÁÌ, x ∉ I. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A=I → A=m, z → za ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ ÌÅŒÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÐÒÉÞÅÍ A=I ≠ 0. ôÁË ËÁË A=m | ÐÒÏÓÔÏÊ A-ÍÏÄÕÌØ, ÔÏ A=I ∼= A=m, ÚÎÁÞÉÔ I ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ, É x ∉ R_A. ìÅÍÍÁ 1.2. òÁÄÉËÁÌ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ ÁÌÇÅÂÒÙ B = A=R_A ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ f : A → B | ÐÒÏÅËÃÉÑ. åÓÌÉ m ⊂ B | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÌÅŒÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ B, ÔÏ f^{−1}(m) | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ A. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ m ⊂ A | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÌÅŒÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÔÏ R_A ⊂ m, ÐÏÜÔÏÍÕ m=R_A ⊂ B | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ B. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, R_A = f^{−1}(R_B ). ÚÎÁÞÉÔ R_B = f(f^{−1}(R_B )) = f(R_A ) = 0. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ A | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÒÁÄÉËÁÌÏÍ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ. ôÏÇÄÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÌÅŒÙÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ A ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ.

ìÅÍÍÁ 1.3. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÌÅŒÙÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ A ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÒÅÄÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÌÅŒÙÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÉÄÅÁÌ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÌÅÖÉÔ Œ ÌÀÂÏÍ ÌÅŒÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ (ÉÎÁÞÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÕÍÅÎØÛÉÌÁÓØ ÂÙ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. œÙÂÅÒÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ 0 = m_1 ∩ · · · ∩ m_r Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ r. ðÕÓÔØ L_i = ⋂ j≠i mj.

ìÅÍÍÁ 1.4. éÍÅÅÍ m_i ∩ L_i = 0, m_i + L_i = A. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: m_i ∩ L_i = ⋂ j m_j = 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, m_i ⊂ m_i + L_i, ÐÏÜÔÏÍÕ ÌÉÂÏ m_i + L_i = A, ÌÉÂÏ m_i + L_i = m_i.

œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ L_i ⊂ m_i, ÚÎÁÞÉÔ 0 = L_i É r ÎÅ ÂÙÌÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ. óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.5. éÍÅÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ L_i ∼= A=m_i. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ L_i → A → A=m_i ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ É ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ. óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.6. éÄÅÁÌ L_i ÐÒÏÓÔ. ìÅÍÍÁ 1.7. éÍÅÅÍ A ∼= ⊕^r_{i=1}L_i.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÄÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕËÉÅÊ ÐÏ k, ÞÔÏ ⊕^k_{i=1}L_i =

⋂_r

j=k+1 mj. âÁÚÁ ÉÎÄÕËÃÉÉ, k = 0 ÏÞÅŒÉÄÎÁ. ðÕÓÔØ

ÓÌÕÞÁÊ k − 1 ÄÏËÁÚÁÎ. ôÏÇÄÁ (⊕^{k−1}_{i=1} L_i) ∩ L_k = (

⋂_r j=k m_j) ∩ L_k ⊂ m_k ∩ L_k = 0, ÚÎÁÞÉÔ ÓÕÍÍÁ

∑_k i=1 L_i ⊂ A | ÐÒÑÍÁÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ ÞÔÏ ⊕^k_{i=1}L_i ⊂

⋂_r

j=k+1 mj, ÔÁË ËÁË ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ

Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÍÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÄÅÁÌ I =

⋂_r

j=k+1 mj. íÙ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ,

ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ L_k = (⊕^k_{i=1}L_i)=(⊕^{k−1}_{i=1} L_i) → I=I ∩ m_k → A=m_k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, Á ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ I=I ∩ m_k → A=m_k | ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ L_k ∼= I=I ∩ m_k, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ⊕^k_{i=1}L_i = I. óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.8. áÌÇÅÂÒÁ A ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁ.

1

ôÅÏÒÅÍÁ 1.9. ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÁÌÇÅÂÒÁ A ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁ ⇐⇒ R_A = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: (⇐=) ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÄÏËÁÖÅÍ (=⇒). åÓÌÉ A ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁ, ÔÏ A ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÌÅŒÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, A = ⊕^r_{i=1}L_i. ñÓÎÏ, ÞÔÏ m_j = ⊕_{i≠j} L_i = Ker(A → L_j ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÌÅŒÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ, É ⋂_r

j=1 m_j = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ R_A = 0.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.10. åÓÌÉ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÉÄÅ- ÁÌÏŒ, ÔÏ A ÐÒÏÓÔÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÒÁÄÉËÁÌ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÍ ÉÄÅÁÌÏÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ R_A = 0 É A | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁ, ÔÏ ÅÓÔØ A ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÔÅÌÁÍÉ. åÓÌÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÂÏÌØÛÅ ÏÄÎÏÇÏ, ÔÏ Œ A ÅÓÔØ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÅ ÉÄÅÁÌÙ.

þÁÓÔØ 2. ðÒÏÓÔÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ

ìÅÍÍÁ 2.1. åÓÌÉ D ÔÅÌÏ, ÔÏ ŒÓÅ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÅ ÉÄÅÁÌÙ Œ D[t] ÇÌÁŒÎÙÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Œ ÉÄÅÌÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÅÇÏ, ÔÁË ËÁË Œ D[t] ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÉÔØ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ (ÄÌÑ ÌÅŒÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÎÁÄÏ ÄÅÌÉÔØ ÓÐÒÁŒÁ, Á ÄÌÑ ÐÒÁŒÙÈ | ÓÌÅŒÁ).

ìÅÍÍÁ 2.2. ðÕÓÔØ D | ÔÅÌÏ, K = Z(D)| ÅÇÏ ÃÅÎÔÒ. ìÅŒÙÊ ÉÄÅÁÌ D[t]f(t) ⊂ D[t] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÍ ⇐⇒ f(t) = ag(t), ÇÄÅ a ∈ D^∗, g(t) ∈ K[t].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ a | ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ f, É g(t) = a^{−1}f(t). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ D[t]g(t) = D[t]f(t) | ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ. ðÕÓÔØ x ∈ D^∗. ôÏÇÄÁ g(t)x ∈ D[t]g(t), ÚÎÁÞÉÔ g(t)x = yg(t), ÇÄÅ y ∈ D^∗. óÒÁŒÎÉŒÁÑ ÓÔÁÒÛÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ y = x. úÎÁÞÉÔ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g(t) ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó x. ôÁË ËÁË x ÌÀÂÏÅ, ÔÏ g(t) ∈ K[t].

ðÕÓÔØ A É B | ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ A ⊗_K B. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (A ⊗_K B) ⊗_K (A ⊗_K B) = A ⊗_K B ⊗_K A ⊗_K B = (A ⊗_K A) ⊗_K (B ⊗_K B)^{mA⊗mB}−→ A ⊗_K B ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ A ⊗_K B ÓÔÒÕËÔÕÒÕ K-ÁÌÇÅÂÒÙ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÅÓÌÉ e_1; : : : ; e_m | ÂÁÚÉÓ A ÎÁÄ K, Á f_1; : : : ; f_n | ÂÁÚÉÓ B ÎÁÄ K, ÔÏ Œ ÂÁÚÉÓÅ e_i ⊗ f_j ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (e_i ⊗ f_j )(e_k ⊗ f_l) = (e_ie_k) ⊗ (f_j f_l).

ðÒÉÍÅÒÙ 2.3. 1. Mat_{m×m}(K) ⊗_K Mat_{n×n}(K) ∼= Mat_{mn×mn}(K);

2. Mat_{n×n}(K) ⊗_K A ∼= Mat_{n×n}(A);

3. Mat_{m×m}(A) ⊗_K Mat_{n×n}(B) ∼= Mat_{mn×mn}(A ⊗_K B).

ìÅÍÍÁ 2.4. éÍÅÅÍ Z(A ⊗_K B) = Z(A) ⊗_K Z(B).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ x ∈ Z(A⊗_K B). òÁÚÌÏÖÉÍ x ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ { e_i } ÁÌÇÅÂÒÙ A: x = ∑ e_i ⊗x_i. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ b ∈ B ÉÍÅÅÍ (1⊗b)x = ∑ e_i ⊗(bx_i), x(1⊗b) = ∑ e_i⊗(x_ib), ÐÏÜÔÏÍÕ x_i ∈ Z(B), ÔÏ ÅÓÔØ x ∈ A⊗_K Z(B). òÁÓËÌÁÄÙŒÁÑ x ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ Z(B) É ËÏÍÍÕÔÉÒÕÑ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ŒÉÄÁ a ⊗ 1, a ∈ A ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ x ∈ Z(A) ⊗_K Z(B).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.5. áÌÇÅÂÒÁ A ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÐÒÏÓÔÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ), Á ÅÅ ÃÅÎÔÒ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÌÅÍ K.

ìÅÍÍÁ 2.6. ðÕÓÔØ D | ÔÅÌÏ, K = Z(D)| ÅÇÏ ÃÅÎÔÒ. åÓÌÉ L=K | ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ, ÔÏ D ⊗_K L | ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ L.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ L ∼= K[t]=K[t]f(t), ÇÄÅ f(t) = Irr^K_ff (t) É D ⊗_K L ∼= D[t]=D[t]f(t). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ß : D[t] → D ⊗_K L | ÐÒÏÅËÃÉÀ. ðÕÓÔØ I ⊂ D ⊗_K L | ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ. ôÏÇÄÁ ß^{−1}(I) ⊂ D[t] | ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ Œ D[t], ÐÏÜÔÏÍÕ ß^{−1}(I) = D[t]g(t), g(t) ∈ K[t]. ôÁË ËÁË ß^{−1}(I) ⊃ Ker ß = D[t]f(t), ÔÏ g(t) ÄÅÌÉÔ f(t), ÐÏÜÔÏÍÕ g(t) = 1 ÉÌÉ g(t) = f(t), ÔÁË ËÁË f(t) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÁÄ K. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ß^{−1}(I) = D[t], ÚÎÁÞÉÔ I = D ⊗_K L, Á ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ß^{−1}(I) = D[t]f(t), ÚÎÁÞÉÔ I = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÁÌÇÅÂÒÅ D ⊗_K L ÎÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÚÎÁÞÉÔ ÏÎÁ ÐÒÏÓÔÁ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Z(D ⊗_K L) = Z(D) ⊗_K Z(L) = K ⊗_K L = L.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.7. åÓÌÉ A | ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ K, Á L=K | ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ, ÔÏ A ⊗_K L | ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ L.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: A ∼= Mat_{n×n}(D) ÔÁË ËÁË A ÐÒÏÓÔÁÑ, É Z(A) = Z(D) = K, ÔÁË ËÁË A ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ A ⊗_K L ∼= Mat_{n×n}(D) ⊗_K L ∼= Mat_{n×n}(K) ⊗_K D ⊗_K L ∼= Mat_{n×n}(K) ⊗_K Mat_{m×m}(D^′) ∼= Mat_{nm×nm}(D^′) É Z(A ⊗_K L) = Z(A) ⊗_K Z(L) = K ⊗_K L = L.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.8. åÓÌÉ A | ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ K, Á L=K | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ, ÔÏ A ⊗_K L | ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ L.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÂÁÛÎÉ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ.

þÁÓÔØ 3. çÒÕÐÐÁ âÒÁÕÅÒÁ

ìÅÍÍÁ 3.1. œÓÑËÉÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒÙ A = Mat_{n×n}(K) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ V = K^n, ÔÁË ÞÔÏ A = End_K (V ). äÌÑ ŒÓÅÈ f ∈ V^∗ ÉÄÅÁÌ L_f = { a ∈ End_K (V ) | Ker a ⊂ Ker f } ÐÒÏÓÔ ÔÁË ËÁË L_f ∼= V (ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ a → av ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ V , ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ f(v) ≠ 0). œÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ { e_i } Œ V , ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ { f_i } Œ V^∗ É ÐÕÓÔØ L_1 = L_{f1} . ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ Œ | ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ A ôÏÇÄÁ Œ(L_1) | ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÜÔÏÍÕ Œ(L_1) = L_f . ðÒÏËÏÍÐÏÎÉÒÏŒÁŒ Œ Ó ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f = f_1, ÔÏ ÅÓÔØ Œ(L_1) = L_1. úÁÆÉËÓÉÒÏŒÁŒ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ L_1 ∼= V ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ Œ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ V . ðÒÏËÏÍÐÏÎÉÒÏŒÁŒ Œ Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓŒÔÕÀÝÉÍ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Œ_{|L1} = Id_{L1} . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ Œ = Id. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ E_{ij} | ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÔÏ Œ(E_{i1}) = E_{i1}. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ E_{kj}E_{i1} = ffi_{ji}E_{k1} ÔÏÇÄÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ Œ(E_{kj}) = E_{kj}.

ìÅÍÍÁ 3.2. åÓÌÉ A | ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ K, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ L=K, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ A ⊗_K L ∼= Mat_{n×n}(L).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ A = Mat_{m×m}(D). äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ D ≠ K, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L=K, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ A ⊗_K L ∼= Mat_m′_{×m}′ (D^′), É dim_K D^′ ¡ dim_K D. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ff ∈ D, ff ∉ K, ÔÏ K(ff) ⊂ D | ÐÏÄÐÏÌÅ, Á D ⊗ K(ff) ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ D ⊗_K K(ff) = Mat_m′′_{×m}′′ (D^′) É m^{′′} ¿ 1, ÐÏÜÔÏÍÕ dim_K D^′ ¡ dim_K D.

òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L=K, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ A ⊗_K L ∼= Mat_{n×n}(L) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ A.

ðÕÓÔØ K | ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏÅ ÐÏÌÅ, Á L=K | ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ôÏÇÄÁ L=K ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ, É ÒÁÓÛÉÒÉŒ L ÅÝÅ ÎÅÍÎÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ L=K | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ. ðÕÓÔØ G = Gal(L=K). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ f_0 : A ⊗_K L → Mat_{n×n}(L). äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ G ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ_g = 1 ⊗ g : A ⊗_K L → A ⊗_K L ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ A⊗_K L ÎÁÄ K, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ L ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ g. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ f_0 É ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ Mat_{n×n}(L) ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ^′_g ÁÌÇÅÂÒÙ A⊗_K L ÎÁÄ K Ó ÔÅÍ ÖÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÎÁ L. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Œ_g∘Œ^′_g^{−1} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ A⊗_K L ÎÁÄ L, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ a(g) ∈ GL_n(L), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ Œ_g ∘ Œ^′_g^{−1} = Ad_{a(g)}, ÔÏ ÅÓÔØ Œ_g = Ad_{a(g)} ∘Œ^′_g. ðÅÒÅÍÎÏÖÁÑ ÜÔÉ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ g_1; g_2 ∈ G ÐÏÌÕÞÁÅÍ Œ_{g1g2} = Œ_{g1} ∘ Œ_{g2} = Ad_{a(g1 )} ∘Œ^′_{g1} ∘ Ad_{a(g2)} ∘Œ^′_{g2} = Ad_{a(g1)} ∘ Ad_{g1a(g2 )} ∘Œ^′_{g1} ∘ Œ^′_{g2} = Ad_{a(g1)·g1 a(g2)} ∘Œ^′_{g1g2} , ÚÎÁÞÉÔ Ad_{a(g1)·g1a(g2 )} = Ad_{a(g1g2)}. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ˘(g_1; g_2) ∈ L^∗, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ a(g_1g_2) = ˘(g_1; g_2)a(g_1)g_1a(g_2). ôÏÇÄÁ ˘(g_1g_2; g_3) · ˘(g_1; g_2) = g_1˘(g_2; g_3) · ˘(g_1; g_2g_3), ÔÏ ÅÓÔØ ˘ | 2-ËÏÃÉËÌ ÇÒÕÐÐÙ G Ó ËÏÜÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ L^∗. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌ Œ ŒÙÂÏÒÅ ˘ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÉÚÍÅÎÅÎÉÀ ˘ ÎÁ ËÏÇÒÁÎÉÃÕ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ŒÓÑËÏÊ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÌÏÇÉÊ —˘ ∈ H2(Gal(L=K); L∗). ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ˘ | 2-ËÏÃÉËÌ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÔÁËÏÊ ËÌÁÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ L[G] Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ e_{g1} ∗ e_{g2} = ˘(g_1; g_2)e_{g1 g2} , e_g ∗ ˘ = g(˘)e_g ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ K. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÄŒÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ. îÁÚÏŒÅÍ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ K-ÁÌÇÅÂÒÙ A É B ÐÏÄÏÂÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ Mat_{n×n}(A) ∼= Mat_{m×m}(B). ôÏÇÄÁ A ≡ B =⇒ —˘(A) = —˘(B), A¯_{˘(A)} ≡ A, —˘(A¯_˘) = —˘.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.3. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÐÏÄÏÂÉÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K, ÒÁÚÌÁÇÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ L ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÇÒÕÐÐÅ H^2(Gal(L=K); L^∗).

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Œ ËÁÖÄÏÍ ËÌÁÓÅ ÐÏÄÏÂÉÑ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÔÅÌÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÌ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K, ÒÁÚÌÁÇÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ L ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÇÒÕÐÐÅ H^2(Gal(L=K); L^∗).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.4. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ŒÓÅÈ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÔÅÌ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÇÒÕÐÐÅ H^2(Gal(K=K); K^∗) = ⋃ L=K H^2(Gal(L=K); L^∗), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ âÒÁÕÜÒÁ ÐÏÌÑ K.