2 ëÕÒÓ, áÌÇÅÂÒÁ 3 15.09.2003

çÏÍÏÌÏÇÉÉ

þÁÓÔØ 1. ëÏÍÐÌÅËÓÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. ëÏÍÐÌÅËÓÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ËÏÎÅÞÎÁÑ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ É ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

: : :^{di−1}−→ C^{i di}−→ C^{i+1 di+1}−→ C^{i+2 di+2}−→ : : : ; Œ ËÏÔÏÒÏÊ d^{i+1} ∘ d^i = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ∈ Z.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C^i ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ i-ÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÁ (C^•; d^•), Á ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ d^i | i-ÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ, É Ô.Ä. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÚÁÍÅÎÑÑ ÕÓÌÏŒÉÅ d^{i+1} ∘ d^i = 0 ÕÓÌÏŒÉÅÍ d^{i+1} ∘ d^i = 1 ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÏÍÐÌÅËÓ ÇÒÕÐÐ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.3. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ | ÜÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C^•

• Z-ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÎÏÅ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ C^• = ⨁ i∈ZC^i, • ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ d : C^• → C^•, ÐÏŒÙÛÁÀÝÉÍ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÕ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ, Ô.Å. d(C^i) ⊂ C^{i+1}, • Ó ÕÓÌÏŒÉÅÍ d ∘ d = 0 .

ôÁËÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ ÉÌÉ ËÏÃÅÐÎÙÍÉ. ðÏÍÉÍÏ ÎÉÈ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ É ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅ- ÓËÉÅ ÉÌÉ ÃÅÐÎÙÍÉ ËÏÍÐÌÅËÓÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ Œ ÎÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÐÏÎÉÖÁÅÔ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÕ (ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÁ Œ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ËÏÍÐÌÅËÓÁÈ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÎÉÖÎÉÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ).

ðÒÉÍÅÒÙ 1.4. 1. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á C_p(X) | ÇÒÕÐÐÁ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ p-ÃÅÐÅÊ (ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ p-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ´^p Œ X), Á d = @ | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÚÑÔÉÑ ÇÒÁÎÉÃÙ (p-ÍÅÒÎÏÍÕ ÓÉÍÐÌÅËÓÕ ÓÏÐÏ- ÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÅÇÏ (p − 1)-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ). ôÏÇÄÁ (C_•(X); @) | (ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ) ËÏÍÐÌÅËÓ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÃÅÐÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X.

2. ðÕÓÔØ C^p(X) := C_p(X)^∗ = Hom(C_p(X); Z) | ÇÒÕÐÐÁ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ p-ËÏÃÅÐÅÊ, Á d = @^∗ | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÇÒÁÎÉÃÙ. ôÏÇÄÁ (C^•(X); @^∗) | (ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ) ËÏÍÐÌÅËÓ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÏÃÅÐÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X.

3. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ˙^pX | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ p-ÆÏÒÍ ÎÁ X, Á d^p : ˙^pX → ˙^{p+1}X | ŒÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ. ôÏÇÄÁ (˙^•X; d^•) | ËÏÍÐÌÅËÓ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ ÄÅ òÁÍÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.5. ðÕÓÔØ (C^•; d^•) | ËÏÍÐÌÅËÓ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Z^i = Ker d^i ⊂ C^i É B^i = Im d^{i−1} ⊂ C^i ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ i-ËÏÃÉËÌÏŒ É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ i-ËÏÇÒÁÎÉÃ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

ìÅÍÍÁ 1.6. œÓÑËÁÑ ËÏÇÒÁÎÉÃÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÃÉËÌÏÍ, ÔÏ ÅÓÔØ B^i ⊂ Z^i.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: x ∈ B^i =⇒ x = d^{i−1}(y) =⇒ d^i(x) = d^i(d^{i−1}(y)) = (d^i ∘ d^{i−1})(y) = 0 =⇒ x ∈ Z^i.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.7. æÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H^i = H^i(C^•; d^•) := Z^i=B^i ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ i-ÙÈ ËÏÇÏÍÏ- ÌÏÇÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓÁ (C^•; d^•). äÌÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ (C_•; d_•) ÁÎÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÃÉËÌÏŒ Z_i = Ker d_i, ÇÒÁÎÉÃ B_i = Im d_{i+1} É ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ H_i = H_i(C_•; d_•) := Z_i=B_i. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ (ËÏ)ÃÉËÌÁ x ∈ Z^i ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÇÏ ËÌÁÓÓ (ËÏ)ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÞÅÒÅÚ —x ∈ H^i.

ðÒÉÍÅÒÙ 1.8. 1. çÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÁ (C_•(X); @) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ H_i(X; Z). ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÁ (C^•(X); @^∗) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ËÏÇÏÍÏÌÏ- ÇÉÑÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ H^i(X; Z).

2. ðÕÓÔØ F | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ. çÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÁ (C_•(X) ⊗_ZF; @ ⊗ Id_F ) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ F ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ H_i(X; F ). ëÏÇÏÍÏ- ÌÏÇÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÁ (Hom(C_•(X); F ); @^∗) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ F ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ H^i(X; F ).

3. ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ÄÅ òÁÍÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ ÄÅ òÁÍÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ H^i_{DR}(X). ôÅÏÒÅÍÁ ÄÅ òÁÍÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ H^i_{DR}(X) ∼= H^i(X; R). 1

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.9. ëÏÍÐÌÅËÓ C^• ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ ÉÌÉ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ, ÅÓÌÉ H^i(C^•) = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ i. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÅÓÌÉ Z^i = B^i, ÔÏ ÅÓÔØ Ker d^i = Im d^{i−1}. ðÒÉÍÅÒÙ 1.10. 1. ëÏÍÐÌÅËÓ 0 → A → 0 ÔÏÞÅÎ ⇐⇒ A = 0.

2. ëÏÍÐÌÅËÓ 0 → A^f−→ B → 0 ÔÏÞÅÎ ⇐⇒ f | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

3. ëÏÍÐÌÅËÓ 0 → A^f−→ B^g−→ C → 0 ÔÏÞÅÎ ⇐⇒ f | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ, g | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ É Ker g = f(A) (ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, C = B=A). ôÁËÉÅ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍÉ ÔÒÏÊËÁÍÉ ÉÌÉ ËÏÒÏÔËÉÍÉ ÔÏÞÎÙÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ.

þÁÓÔØ 2. ìÅÍÍÁ Ï ÚÍÅÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. íÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ f^• : E^• → F^• ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ f^i : E^i → F^i, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ d^i_F ∘ f^i = f^{i+1} ∘ d^i_E ÄÌÑ ŒÓÅÈ i.

ìÅÍÍÁ 2.2. åÓÌÉ f^• : E^• → F^• | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ, ÔÏ f^i(Z^i(E^•)) ⊂ Z^i(F^•), f^i(B^i(E^•)) ⊂ B^i(F^•).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ x ∈ Z^i(E^•), ÔÏ d^i_F (f^i(x)) = f^{i+1}(d^i_A(x)) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ f^i(x) ∈ Z^i(F^•). åÓÌÉ ÖÅ x ∈ B^i(E^•), ÔÏ ÅÓÔØ x = d^{i−1}_E (y), ÔÏ f^i(x) = f^i(d^{i−1}_A (y)) = d^{i−1}_B (f^{i−1}(y)) ∈ B^i(F^•).

ðÕÓÔØ f^• : E^• → F^• | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÐÍÌÅËÓÏŒ, Á h ∈ H^i(E^•) = Z^i(E^•)=B^i(E^•) | ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. œÙÂÅÒÅÍ ËÏÃÉËÌ x ∈ Z^i(E^•), ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ËÌÁÓÓ h É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ f^i(x) ∈ F^i. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ f^i(x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÃÉËÌÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ËÏÃÉËÌÁ x ÄÒÕÇÉÍ ËÏÃÉËÌÏÍ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÍ ÔÏÔ ÖÅ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ËÏÃÉËÌ f^i(x) ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÎÁ ËÏÇÒÁÎÉÃÕ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ËÏÃÉËÌÁ f^i(x) ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ËÌÁÓÓÁ h. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ H^i(E^•) → H^i(F^•), ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ H^if^•, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ

H^if(—x) = f^i(x):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H^if ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

ðÕÓÔØ 0 → E^{• f •}−→ F^{• g•}−→ G^• → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ (ÔÏ ÅÓÔØ f^• É g^• | ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ, Á ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → E^{i f i}−→ F^{i gi}−→ G^i → 0 ÔÏÞÎÙ ÐÒÉ ŒÓÅÈ i). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ h ∈ H^i(G^•) É ÐÒÏÄÅÌÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÊ:

1. ŒÙÂÅÒÅÍ x ∈ G^i, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ —x = h (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ d^i_G(x) = 0);

2. ŒÙÂÅÒÅÍ x^′ ∈ F^i, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ g^i(x^′) = x (ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË g^i | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ); 3. ÐÏÌÏÖÉÍ x^{′′} := d^i_F (x^{′′});

4. ŒÙÂÅÒÅÍ x^{′′′} ∈ E^{i+1}, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f^{i+1}(x^{′′′}) = x^{′′} (ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË g^{i+1}(x^{′′}) = g^{i+1}(d^i_F (x^′)) = d^i_G(g^i(x^′)) = d^i_G(x) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ x^{′′} ∈ Ker g^{i+1} = Im f^{i+1}).

ìÅÍÍÁ 2.4. üÌÅÍÅÎÔ x^{′′′} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÃÉËÌÏÍ, Á ÅÇÏ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ x^{′′′} ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ËÌÁÓÓÁ —x, É ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌÁ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÍÙÈ ŒÙÂÏÒÁÈ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: f^{i+2}(d^{i+1}_E (x^{′′′})) = d^{i+1}_F (f^{i+1}(x^{′′′})) = d^{i+1}_F (x^{′′}) = d^{i+1}_F (d^i_F (x^′)) = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ, ÔÁË ËÁË f^{i+2} | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ d^{i+1}_E (x^{′′′}) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ x^{′′′} | ËÏÃÉËÌ.

éÚÕÞÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÁÓËÏÌØËÏ x^{′′′} ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌÁ Œ ŒÙÂÏÒÁÈ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ŒÙÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x^{′′′} ÎÁ ÛÁÇÅ (4) ÏÄÎÏÚÎÁÞÅÎ Œ ÓÉÌÕ ÍÏÎÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f^{i+1}, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ ÚÄÅÓØ ÐÒÏÉÚŒÏÌÁ ÎÅÔ. œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÐÒÏÉÚŒÏÌ Œ ŒÙÂÏÒÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x^′ ÎÁ ÛÁÇÅ (2) ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÍÅÎÅ x^′ → x^′ + f^i(y), ËÏÔÏÒÁÑ ŒÌÅÞÅÔ ÚÁÍÅÎÕ x^{′′} → x^{′′} + d^i_F (f^i(y)) = x^{′′} + f^{i+1}(d^i_E (y)) = f^{i+1}(x^{′′′} + d^i_E (y)) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, x^{′′′} → x^{′′′} + d^i_E(y), ÔÏ ÅÓÔØ x^{′′′} ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÇÒÁÎÉÃÕ, Á ËÌÁÓÓ x^{′′′} ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. îÁËÏÎÅÃ, ÐÒÏÉÚŒÏÌ Œ ŒÙÂÏÒÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ÎÁ ÛÁÇÅ (1) ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÍÅÎÅ x → x + d^{i−1}_G (z) = x + d^{i−1}_G (g^{i−1}(z^′)) = x + g^i(d^{i−1}_F (z^′)), ÇÄÅ z^′ ∈ F^{i−1}, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁ ÛÁÇÅ (2) ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÍÅÎÅ x^′ → x^′ + d^{i−1}_F (z^′), Á ÎÁ ÛÁÇÅ (3) | Ë ÚÁÍÅÎÅ x^{′′} → x^{′′} + d^i_F (d^{i−1}_F (z^′)) = x^{′′}, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ x^{′′} ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.

éÔÁË, ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ŒÙÛÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÄÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ffi : H^i(G^•) → H^{i+1}(E^•), ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ffi(—x) = x^{′′′}:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ffi ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.6. åÓÌÉ 0 → E^{• f •}−→ F^{• g•}−→ G^• → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ · · · → H^i(E^•)^{Hif}−→ H^i(F^•)^{Hi g}−→ H^i(G^•)^ffi−→ H^{i+1}(E^•)^{Hi+1 f}−→ H^{i+1}(F^•) → : : : ÔÏÞÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ, ÐÒÉÞÅÍ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÊ.

• (H^ig ∘ H^if)(—x) = g^i(f^i(x)) = —0 = 0;

• ÅÓÌÉ —x = H^ig(—y), ÔÏ x = g^i(y), x^′ = y, x^{′′} = d^i_F (y) = 0, x^{′′′} = 0 É ffi(—x) = —x^{′′′} = 0; • (H^{i+1}f ∘ ffi)(—x) = f^{i+1}(x^{′′′}) = x^{′′} = d^i_F (x^′) = 0.

• ôÏÞÎÏÓÔØ Œ H^i(F^•): ÅÓÌÉ H^ig(—x) = 0, ÔÏ g^i(x) = d^{i−1}_G (y) = d^{i−1}_G (g^{i−1}(y^′)) = g^i(d^{i−1}_F (y^′)), ÚÎÁÞÉÔ g^i(x − d^{i−1}_F (y^′)) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ x − d^{i−1}_F (y^′) = f^i(z) É —x = f^i(z) + d^{i−1}_F (y^′) = f^i(z) = H^if(—z).

• ôÏÞÎÏÓÔØ Œ H^i(G^•): ÅÓÌÉ ffi—x = 0, ÔÏ x^{′′′} = d^i_E (y), ÚÎÁÞÉÔ x^{′′} = f^{i+1}(x^{′′′}) = f^{i+1}(d^i_E (y)) = d^i_F (f^i(y)), ÎÏ x^{′′} = d^i_F (x^′), ÚÎÁÞÉÔ d^i_F (x^′ − f^i(y)) = 0, ÚÎÁÞÉÔ —x = g^i(x^′) = g^i(x^′ − f^i(y)) = H^ig(x^′ − f^i(y)).

• ôÏÞÎÏÓÔØ Œ H^{i+1}(E^•): ÅÓÌÉ H^{i+1}f(—y) = 0, ÔÏ f^{i+1}(y) = d^i_F (z), ÚÎÁÞÉÔ, d^i_G(g^i(z)) = g^{i+1}(d^i_F (z)) = g^{i+1}(f^{i+1}(y)) = 0, É ÐÏÌÁÇÁÑ x := g^i(z), ÐÏÌÕÞÁÅÍ x^′ = z, x^{′′} = d^i_F (z) = f^{i+1}(y) É x^{′′′} = y, Ô.Å. —y = ffi(—x).

þÁÓÔØ 3. ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÇÒÕÐÐ

ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. G-ÍÏÄÕÌÅÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÌÅŒÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, G-ÍÏÄÕÌØ | ÜÔÏ ÌÅŒÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ Z[G]. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ F_n := Z⟨G^{n+1}⟩ = Z⟨G × G × · · · × G⟩, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ G^{n+1}. äÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ G ÎÁ G^{n+1} ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÎÁ F_n ÓÔÒÕËÔÕÒÕ G-ÍÏÄÕÌÑ. ìÅÍÍÁ 3.1. F_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ G-ÍÏÄÕÌÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÇÒÕÐÐÁ G ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÔ ÂÁÚÉÓÎÙÅ (ÎÁÄ Z) ÜÌÅÍÅÎÔÙ e_{g0;:::;gn} ∈ F_n, ÄÅÊÓÔŒÕÑ ÎÁ ÂÁÚÉÓÅ ÓŒÏ- ÂÏÄÎÏ. œÙÂÉÒÁÑ Œ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÏÒÂÉÔ ÐÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÀ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, e_{1;g1;:::;gn} ) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÂÁÚÉÓ F_n ÎÁÄ Z[G]. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ i; n ∈ ZÐÒÏÅËÃÉÑ p_{n;i} : G^{n+1} → G^n, (g_0; : : :; g_n) → (g_0; : : :; g_{i−1}; ^g_i; g_{i+1}; : : : ; g_n) (ÚÁÂÙŒÁÎÉÅ i-ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ) ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ G-ÍÏÄÕÌÅÊ @_{n;i} : F_n → F_{n−1}, e_{g0;:::;gn} → e_{g0 ;:::;gi−1 ;ĝi;gi+1 ;:::;gn} .

ìÅÍÍÁ 3.2. éÍÅÅÍ @_{n−1;i} ∘ @_{n;j} = @_{n−1;j−1} ∘ @_{n;i} ÐÒÉ i ¡ j É @_{n−1;i} ∘ @_{n;j} = @_{n−1;j} ∘ @_{n;i+1} ÐÒÉ i ⩾ j.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÏÞÅŒÉÄÎÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ @_n :=

∑_n i=0(−1)^i@_{n;i}.

ìÅÍÍÁ 3.3. (F_•; @_•) | ËÏÍÐÌÅËÓ G-ÍÏÄÕÌÅÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: @_{n−1} ∘ @_n = ∑ i¡j(−1)^{i+j} @_{n−1;i} ∘ @_{n;j} + ∑ i⩾j(−1)^{i+j} @_{n−1;i} ∘ @_{n;j} = ∑ i¡j(−1)^{i+j} @_{n−1;i} ∘ @_{n;j} + ∑ i⩾j(−1)^{i+j} @_{n−1;j} ∘ @_{n;i+1} É ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ (i; j) ÉÚ ÐÅÒŒÏÊ ÓÕÍÍÙ ÓÏËÒÁÝÁÅÔÓÑ ÓÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ (j − 1; i) ÉÚ ŒÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 3.4. ëÏÍÐÌÅËÓ (F_•) ÁÃÉËÌÉÞÅÎ ŒÎÅ ÞÌÅÎÁ F_0, Á H_0(F_•) ∼= ZÓ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ G-ÍÏÄÕÌÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÄÏÐÏÌÎÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓ F_• ÞÌÅÎÏÍ F_{−1} = Ze_∅ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h_n : F_n → F_{n+1}, e_{g0 ;:::;gn} → e_{1;g0;:::;gn+1} . ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ h_{n−1}@_n+@_{n+1}h_n = Id_{Fn} , ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ @_n(x) = 0, ÔÏ x = @_{n+1}(h_n(x)). úÎÁÞÉÔ, ÄÏÐÏÌÎÅÎÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ÁÃÉËÌÉÞÅÎ, Á ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó F_{−1} ∼= Z. áÃÉËÌÉÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ (F_•; @_•) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ G. ðÕÓÔØ M | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ G-ÍÏÄÕÌØ. ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ −⊗_GM É Hom_G(−; M ) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÙ (ÐÏ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ) ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ 0 ← F_0 ⊗_G M ← F_1 ⊗_G M ← F_2 ⊗_G M ← : : : É 0 → Hom_G(F_0; M ) → Hom_G(F_1; M ) → Hom_G(F_2; M ) → : : : ; ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.5. çÒÕÐÐÁ H_i(G; M ) := H_i(F_• ⊗_G M ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G Ó ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ G-ÍÏÄÕÌÅ M . çÒÕÐÐÁ H^i(G; M ) := H^i(Hom_G(F_•; M )) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ G-ÍÏÄÕÌÅ M .