2 ëÕÒÓ, áÌÇÅÂÒÁ 3 22.09.2003

ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÇÒÕÐÐ

þÁÓÔØ 1. ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÇÒÕÐÐ

îÁÐÏÍÎÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (ËÏ)ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÇÒÕÐÐ. óÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓ G-ÍÏÄÕÌÅÊ 0 ← F_0^@←− F_1^@←− F_2^@←− : : : , ÇÄÅ F_n := Z⟨G^{n+1}⟩, Á @(e_{g0 ;:::;gn} ) =

∑_n

i=0(−1)^ie_{g0;:::;ĝi;:::;gn} . äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÌÅŒÏÇÏ G-ÍÏÄÕÌÑ M ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÄŒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ:

0 ← F_0 ⊗_G M^@← F_1 ⊗_G M^@← F_2 ⊗_G M^@← : : : É 0 → Hom_G(F_0; M )^{@∗}→ Hom_G(F_1; M )^{@∗}→ Hom_G(F_2; M )^{@∗}→ : : : ; (Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÐÒÁŒÙÈ G-ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁ F_n, Á ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ | ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÌÅŒÙÈ G- ÍÏÄÕÌÅÊ). óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, (ËÏ)ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ ÇÒÕÐÐÙ G Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ M ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ (ËÏ)ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÜÔÉÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ: H_i(G; M ) := H_i(F_• ⊗_G M ), H^i(G; M ) := H^i(Hom_G(F_•; M )).

ìÅÍÍÁ 1.1. éÍÅÅÍ H_0(G; M ) ∼= M_G := M=⟨m−gm⟩_{g∈G;m∈M} , H^0(G; M ) ∼= M^G = { m ∈ M | gm = m ∀g ∈ G }.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: F_0 | ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ G-ÍÏÄÕÌØ ÒÁÎÇÁ 1, ÐÏÜÔÏÍÕ F_0 ⊗_G M ∼= M , Á F_1 | ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ G-ÍÏÄÕÌØ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ (e_{1;g})_{g∈G} ÎÁÄ Z[G], ÐÏÜÔÏÍÕ F_1 ⊗_G M ∼= ⊕_{g∈G}(e_{1;g} ⊗ M ), Á @(e_{1;g} ⊗ m) = gm − m.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Hom_G(F_0; M ) ∼= M : ŒÓÑËÏÍÕ m ∈ M ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f_m : e_g → gm. ñÓÎÏ, ÞÔÏ @^∗(f_m)(e_{g0 ;g1} ) = f_m(@(e_{g0 ;g1} )) = f_m(e_{g1} − e_{g0} ) = g_1m − g_0m, ÐÏÜÔÏÍÕ H^0(G; M ) = Ker @^∗ = M^G.

ìÅÍÍÁ 1.2. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Hom_G(F_n; M ) ∼= Hom_Z(Z⟨G^n⟩; M ), ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ @^∗ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ

(@^∗f)(g_1; : : :; g_{n+1}) = g_1f(g_2; : : :; g_{n+1}) + n∑ i=1 (−1)^if(: : : ; g_{i−1}; g_ig_{i+1}; g_{i+2}; : : : ) + (−1)^{n+1}f(g_1; : : : ; g_n): (∗)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÙÂÅÒÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÂÁÚÉÓÁ ÍÏÄÕÌÑ Z⟨G^{n+1}⟩ ÎÁÄ Z[G] ŒÅËÔÏÒÙ e_{1;g1;g1 g2;:::;g1 ···gn} . ëÁÖÄÙÊ G-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Z⟨G^{n+1}⟩ → M ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ. ðÅÒÅÐÉÓÙŒÁÑ Œ ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (∗).

(@^∗f)(g_1; : : : ; g_{n+1}) = (@^∗f)(e_{1;g1 ;g1 g2;:::;g1 ···gn+1} ) =

f(e_{g1 ;g1g2;:::;g1···gn+1} ) +

∑_n i=1(−1)^if(e_{1;:::;g1···gi−1 ;g1···gi+1 ;:::}) + (−1)^{n+1}f(e_{1;g1 ;g1g2;:::;g1···gn} ) = g_1f(g_2; : : : ; g_{n+1}) +

∑_n

i=1(−1)^if(: : : ; g_{i−1}; g_ig_{i+1}; g_{i+2}; : : : ) + (−1)^{n+1}f(g_1; : : : ; g_n):

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.3. éÍÅÅÍ H^1(G; M ) = { f ∈ Hom_Z(Z⟨G⟩; M ) | f(g_1g_2) = g_1f(g_2)+f(g_1) }={ f | f(g_1) = g_1f_0−f_0 }; H^2(G; M ) = { f ∈ Hom_Z(Z⟨G^2⟩; M ) | f(g_1g_2; g_3)+f(g_1; g_2) = g_1f(g_2; g_3)+f(g_1; g_2g_3) }={ g_1f(g_2)−f(g_1g_2)+f(g_1) }.

þÁÓÔØ 2. óŒÏÊÓÔŒÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ

ìÅÍÍÁ 2.1. (i) (ëÏ)ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ G-Mod → Ab. (ii) (ëÏ)ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó ÐÒÑÍÙÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ.

(iii) H_i(G; Z[G]) = H^i(G; Z[G]) = 0 ÐÒÉ i ¿ 0. (iv) H_0(G; Z[G]) = H^0(G; Z[G]) = Z.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÊ F_•⊗_G − É Hom_G(F_•; −), Á ŒÔÏÒÏÅ | ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒÙ F_• ⊗_G −, Hom_G(F_•; −), H_i(−) É H^i(−) ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó ÐÒÑÍÙÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ. ôÒÅ- ÔØÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ − ⊗_G Z[G] ÅÓÔØ ÚÁÂÙŒÁÎÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ G-ÍÏÄÕÌÑ, Á ÆÕÎËÔÏÒ Hom_G(−; Z[G]) ÅÓÔØ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ. îÁËÏÎÅÃ, ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÁ- ÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÌÅÍÍÙ 1.1:

H_0(G; Z[G]) = Z[G]_G = Z[G]=⟨e_1 − e_g ⟩_{g∈G} = Z; H^0(G; Z[G]) = Z[G]^G = { ∑ a_g e_g | ∀g ∈ G a_g = a_1 } = Z: 1

ôÅÏÒÅÍÁ 2.2. ðÕÓÔØ 0 → M_1^{f1}−→ M_2^{f2}−→ M_3 → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ G-ÍÏÄÕÌÅÊ. ôÏÇÄÁ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

: : :^ffi−→ H_1(G; M_1)^{H1 f1}−→ H_1(G; M_2)^{H1 f2}−→ H_1(G; M_3)^ffi−→ H_0(G; M_1)^{H0f1}−→ H_0(G; M_2)^{H0 f2}−→ H_0(G; M_3) → 0; 0 → H^0(G; M_1)^{H0f1}−→ H^0(G; M_2)^{H0 f2}−→ H^0(G; M_3)^ffi−→ H^1(G; M_1)^{H1 f1}−→ H^1(G; M_2)^{H1f2}−→ H^1(G; M_3)^ffi−→ : : : ;

ÇÄÅ ffi | ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: G-ÍÏÄÕÌØ F_n ÓŒÏÂÏÄÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ 0 → F_• ⊗_G M_1^{f1}−→ F_•⊗_G M_2^{f2}−→ F_• ⊗_G M_3 → 0 É 0 → Hom_G(F_•; M_1)^{f1}−→ Hom_G(F_•; M_2)^{f2}−→ Hom_G(F_•; M_3) → 0 ÔÏÞÎÙ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ Ï ÚÍÅÅ.

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÁÅÔ ÕÄÏÂÎÏÅ ÓÒÅÄÓÔŒÏ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ (ËÏ)ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.3. ôÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ G-ÍÏÄÕÌÅÊ · · · → P_2 → P_1 → P_0 → M → 0, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ G-ÍÏÄÕÌÉ P_n ÓŒÏÂÏÄÎÙ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÅŒÏÊ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ G-ÍÏÄÕÌÑ M . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ G-ÍÏÄÕÌÅÊ 0 → M → P^0 → P^1 → P^2 → : : : , Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ G-ÍÏÄÕÌÉ P^n ÓŒÏÂÏÄÎÙ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÁŒÏÊ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ G-ÍÏÄÕÌÑ M .

ôÅÏÒÅÍÁ 2.4. (i) åÓÌÉ 0 → M → P^{0 f 0}−→ P^{1 f 1}−→ P^{2 f 2}−→ : : : | ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ, ÔÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ G Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ M ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ: H^i(G; M ) = H^i(P^{•G}; f^{•G}). (ii) åÓÌÉ : : :^{f3}−→ P_2^{f2}−→ P_1^{f1}−→ P_0 → M → 0 | ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ, ÔÏ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ G Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ M ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÔÏÒÁ ËÏÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ: H_i(G; M ) = H_i(P_{•G}; f_{•G}).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: (i) ÒÁÚÒÅÖÅÍ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ÎÁ ÔÏÞÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ

0 → M → P^0 → M^1 → 0; 0 → M^1 → P^0 → M^2 → 0; 0 → M^2 → P^0 → M^3 → 0; : : : ; ÇÄÅ M^i = Im f^{i−1} = Ker f^i. ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÐÅÒŒÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ É ÌÅÍÍÕ 2.1 (iii), ÐÏÌÕÞÁÅÍ 0 → H^0(G; M ) → P^{0G} → H^0(G; M^1) → H^1(G; M ) → 0; H^{i+1}(G; M_1) = H^{i+2}(G; M ) ÐÒÉ i ⩾ 0:

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ËÏ ŒÔÏÒÏÊ ÔÒÏÊËÅ, É ÕÞÉÔÙŒÁÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ 0 → H^0(G; M^1) → P^{1G} → H^0(G; M^2) → H^2(G; M ) → 0; H^{i+1}(G; M_2) = H^{i+3}(G; M ) ÐÒÉ i ⩾ 0:

ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ 0 → H^0(G; M^n) → P^{nG} → H^0(G; M^{n+1}) → H^{n+1}(G; M ) → 0; H^{i+1}(G; M_{n+1}) = H^{i+n+2}(G; M ) ÐÒÉ i ⩾ 0: ôÁË ËÁË ÍÏÒÆÉÚÍ f^n : P^n → P^{n+1} ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ M^{n+1}, ÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ 0 � H^0(G; M^{n−1}) � P^{n−1G} �

f^{n−1 G} � H^0(G; M^n) �

� � �

� � �

� � � � � � �

� � �

� � �

� H^n(G; M ) � 0

0 � H^0(G; M^n) � P^{nG} �

f^{nG} � H^0(G; M^{n+1}) �

� � �

� � �

� � � � � �

� � �

� � �

H^{n+1}(G; M ) � 0

0 � H^0(G; M^{n+1}) � P^{n+1G} � H^0(G; M^{n+2}) � H^{n+2}(G; M ) � 0 úÎÁÞÉÔ, Ker f^{nG} = H^0(G; M^n), Im f^{n−1G} = Ker(H^0(G; M^n) → H^n(G; M )), ÔÏ ÅÓÔØ H^n(P^{•G}; f^{•G}) = H^n(G; M ). õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (ii) ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ (ËÏ)ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍ (ËÏ)ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÃÉ- ËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. ðÕÓÔØ G = Z=mZ, Á t ∈ G | ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÇÒÕÐÐÙ G. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ: 1 − t ∈ Z[G] É N = 1 + t + · · · + t^{m−1} ∈ Z[G]. ìÅÍÍÁ 2.5. éÍÅÅÍ Ker(1 − t) = ZN = Im N , Ker N = Im(1 − t).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: (1 − t)( ∑ a_kt^k) = ∑ (a_k − a_{k−1})t^k, N ( ∑ a_kt^k) = ( ∑ a_k)N , ÄÁÌÅÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.6. ôÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ZÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ:

0 → Z→ Z[G]^{1−t}−→ Z[G]^N−→ Z[G]^{1−t}−→ Z[G]^N−→ : : : É : : :^N−→ Z[G]^{1−t}−→ Z[G]^N−→ Z[G]^{1−t}−→ Z[G] → Z→ 0:

ôÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Z[G]_G = Z[G]^G = Z, ÐÒÉÞÅÍ t_G = t^G = 1, Á N_G = N^G = m. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ É ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÇÒÕÐÐÙ G Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ZŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÁÍÉ 0 → Z^0−→ Z^m−→ Z^0−→ Z^m−→ : : : É : : :^m−→ Z^0−→ Z^m−→ Z^0−→ Z→ 0:

ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

H^i(Z=mZ; Z) =

Z; ÐÒÉ i = 0 0; ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ i Z=mZ; ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ i ⩾ 2

; H_i(Z=mZ; Z) =

Z; ÐÒÉ i = 0 Z=mZ; ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ i 0; ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ i ⩾ 2

þÁÓÔØ 3. òÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÇÒÕÐÐÙ N ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ) 1 → N → E^f−→ G → 1. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÝÅÐÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ Œ : G → E (ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÅÍ), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f ∘ Œ = Id_G.

ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. åÓÌÉ A : G → Aut(N ) ÄÅÊ- ÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ N , ÔÏ ÇÒÕÐÐÁ N ⋌ G ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ N × G Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ (n_1; g_1)(n_2; g_2) = (n_1A(g_1)(n_2); g_1g_2). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ n → (n; 1), (n; g) → g ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ N ⋌ G ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÒÁÓÝÅÐÉÍÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ. ðÕÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ E ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ G Ó ÐÏÍÏÝØÀ N . ôÏÇÄÁ N ⊂ E ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ É G ∼= E=N . œÙÂÅÒÅÍ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ : G → E, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ f ∘ Œ = Id_G. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ G ÍÙ ŒÙÂÉÒÁÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ(g) ∈ E, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f(Œ(g)) = g. ôÁË ËÁË N ⊂ E ÎÏÒÍÁÌØÎÁ, ÔÏ Ad_{Œ(g)} N = N , ÇÄÅ Ad_g(x) = gxg^{−1} | ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Ad_{Œ(g)} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐÙ N .

ìÅÍÍÁ 3.2. ëÌÁÓÓ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ Ad_{Œ(g)} ∈ Aut N ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÇÒÕÐÐÙ N ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Ô.Å. ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ Œ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ Œ^′ : G → E | ÄÒÕÇÏÅ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ Œ^′(g) = nŒ(g), ÇÄÅ n ∈ N , ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ Ad_Œ′_{(g)} = Ad_{nŒ(g)} = Ad_n ∘ Ad_{Œ(g)}, Á Ad_n ∈ Inn N .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÑ ŒÓÑËÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ g ∈ G ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ Ad_{Œ(g)} Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ad : G → Out(N ) = Aut(N )= Inn(N ), ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ Œ. ìÅÍÍÁ 3.3. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ad : G → Out(N ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: f(Œ(g_1)Œ(g_2)) = f(Œ(g_1))f(Œ(g_2)) = g_1g_2 = f(Œ(g_1g_2)), ÐÏÜÔÏÍÕ Œ(g_1g_2) = ¸(g_1; g_2)Œ(g_1)Œ(g_2); ÇÄÅ ¸(g_1; g_2) ∈ N , ÚÎÁÞÉÔ Ad_{Œ(g1 g2)} = Ad_{¸(g1;g2)Œ(g1 )Œ(g2)} = Ad_{¸(g1 ;g2)} ∘ Ad_{Œ(g1)} ∘ Ad_{Œ(g2)}, ÚÎÁÞÉÔ Ad(g_1g_2) = Ad(g_1)Ad(g_2). ðÕÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ N | ÁÂÅÌÅŒÁ. ôÏÇÄÁ Inn(N ) = 1, ÔÏ ÅÓÔØ Out(N ) = Aut(N ) É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Ad ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ N ÓÔÒÕËÔÕÒÕ G-ÍÏÄÕÌÑ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, (Œ(g_1)Œ(g_2))Œ(g_3) = ¸(g_1; g_2)Œ(g_1g_2)Œ(g_3) = ¸(g_1; g_2)¸(g_1g_2; g_3)Œ(g_1g_2g_3), Œ(g_1)(Œ(g_2)Œ(g_3)) = Œ(g_1)¸(g_2; g_3)Œ(g_2g_3) = Ad_{g1} ¸(g_2; g_3)Œ(g_1)Œ(g_2g_3) = Ad_{g1} ¸(g_2; g_3)¸(g_1; g_2g_3)Œ(g_1g_2g_3): úÎÁ- ÞÉÔ, ¸(g_1; g_2)¸(g_1g_2; g_3) = Ad_{g1} ¸(g_2; g_3)¸(g_1; g_2g_3), ÞÔÏ ÐÒÉ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ 2-ËÏÃÉËÌÁ. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÎÁ Œ^′, ÔÏ Œ^′(g) = ȷ(g)Œ(g), ÚÎÁÞÉÔ Œ^′(g_1)Œ^′(g_2) = ȷ(g_1)Œ(g_1)ȷ(g_2)Œ(g_2) = ȷ(g_1)Ad_{g1} (ȷ(g_2))Œ(g_1)Œ(g_2) = ȷ(g_1)Ad_{g1} (ȷ(g_2))¸(g_1; g_2)Œ(g_1g_2) = ȷ(g_1)Ad_{g1} (ȷ(g_2))¸(g_1; g_2)ȷ(g_1g_2)^{−1}Œ^′(g_1g_2), ÚÎÁ- ÞÉÔ ¸^′(g_1; g_2) = ȷ(g_1)Ad_{g1} (ȷ(g_2))¸(g_1; g_2)ȷ(g_1g_2)^{−1}, ÞÔÏ ÐÒÉ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ¸^′ − ¸ = @^∗ȷ. ïÔÓÀÄÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ ÇÒÕÐÐÙ G Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ N ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ —¸ ∈ H^2(G; N ), ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ Œ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ —¸ ∈ H^2(G; N ), ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E = N ×G Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ (n_1; g_1)·(n_2; g_2) = (n_1+g_1n_2+¸(g_1; g_2); g_1g_2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÜÔÏ ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ!)

ôÅÏÒÅÍÁ 3.4. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ N , ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÝÉÈ ÄÁÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ N ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ H^2(G; N ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.5. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÎÕÌÅŒÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓŒÕÅÔ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ.