2 ëÕÒÓ, áÌÇÅÂÒÁ 3 29.09.2003

ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ

þÁÓÔØ 1. éÄÅÁÌÙ

ðÕÓÔØ A | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌÏÍ Œ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏ- ÖÅÎÉÑ) a ⊂ A, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ Aa = a.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. óÕÍÍÏÊ ÉÄÅÁÌÏŒ a + b ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ A ŒÉÄÁ a + b, ÇÄÅ a ∈ a, b ∈ b. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÉÄÅÁÌÏŒ ab ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ A ŒÉÄÁ ∑ a_ib_i, ÇÄÅ a_i ∈ a, b_i ∈ b.

ìÅÍÍÁ 1.2. óÕÍÍÁ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÉÄÅÁÌÏŒ | ÉÄÅÁÌÙ. œÓÅ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÙ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙ, Á ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ | ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ: (a_1+a_2)b = a_1b+a_2b. îÁËÏÎÅÃ, ab ⊂ a∩b ⊂ a; b ⊂ a+b.

åÓÌÉ a ∈ A, ÔÏ ÉÄÅÁÌ (a) = aA := { x = ay | y ∈ A } ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ. éÄÅÁÌ (a_1) + · · · + (a_m) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ (a_1; : : : ; a_m). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (a) = A ⇐⇒ a ÏÂÒÁÔÉÍ.

éÄÅÁÌ m ⊂ A | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ a ⊂ A, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ m ⊂ a ⊂ A, ÉÍÅÅÍ ÌÉÂÏ a = m, ÌÉÂÏ a = A. éÄÅÁÌ p ⊂ A | ÐÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ ∀x; y ∈ A, x ∉ p, y ∉ p =⇒ xy ∉ p. éÄÅÁÌ m ⊂ A ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ ⇐⇒ A=m | ÐÏÌÅ. éÄÅÁÌ p ⊂ A ÐÒÏÓÔ ⇐⇒ A=p | ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. íÁËÉÓÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÐÒÏÓÔ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÐÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ËÏÌÅÃ ŒÓÅÇÄÁ ÐÒÏÓÔ, Á ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ, ÅÓÌÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÀÒØÅËÔÉŒÅÎ.

ìÅÍÍÁ 1.3. œÓÑËÏÅ ËÏÌØÃÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ a_1 ⊂ a_2 ⊂ · · · ⊂ A | ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÉÄÅÁÌÏŒ a_i ≠ A, ÔÏ ÉÄÅÁÌ a = ⋃ i a_i ⊂ A ÎÅÔÒÉŒÉÁÌÅÎ: a = A =⇒ 1 ∈ a =⇒ 1 ∈ a_i =⇒ a_i = A ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ ãÏÒÎÁ.

òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ A=a ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÅËÃÉÉ A → A=a, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ. òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ a = (a), ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ A ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ.

þÁÓÔØ 2. òÁÄÉËÁÌÙ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ x ∈ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÏÍ, ÅÓÌÉ x^n = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n.

ìÅÍÍÁ 2.1. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÏŒ Œ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: x^n = y^m = 0 =⇒ (x + y)^{n+m} =

∑ (_{n+m} k ) x^ky^{n+m−k} = 0; (ax)^n = a^nx^n = 0.

éÄÅÁÌ N, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÊ ŒÓÅÍÉ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÁÍÉ ËÏÌØÃÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÏÍ.

ìÅÍÍÁ 2.2. îÉÌØÒÁÄÉËÁÌ ÒÁŒÅÎ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ ŒÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ x ∈ A | ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔ, Á p ⊂ A | ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ. åÓÌÉ x ∉ p, ÔÏ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ x^n ∉ p, ÎÏ x^n = 0 ∈ p, ÚÎÁÞÉÔ x ∈ p, ÔÏ ÅÓÔØ N ⊂ ⋂ p. ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ x | ÎÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ { x^n }_{n∈N}. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ ãÏÒÎÁ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÔÁËÉÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÁËÉÓÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ p. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ p | ÐÒÏÓÔÏÊ. ðÕÓÔØ y; z ∉ p. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ p ÉÍÅÅÍ x^k ∈ p + (y), x^l ∈ p + (z). ðÅÒÅÍÎÏÖÁÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ x^{k+l} ∈ p + (yz). åÓÌÉ yz ∈ p, ÔÏ p + (yz) = p, ÔÏ ÅÓÔØ x^{k+l} ∈ p, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ŒÙÂÏÒÕ p. úÎÁÞÉÔ yz ∉ p É p | ÐÒÏÓÔ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.3. òÁÄÉËÁÌÏÍ ÉÄÅÁÌÁ a ⊂ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ r(a) := { x ∈ A | x^n ∈ a ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÇÏ n }.

ìÅÍÍÁ 2.4. åÓÌÉ ß : A → A=a | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ r(a) = ß^{−1}(N_{A=a}).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: x^n ∈ a ⇐⇒ ß(x)^n = 0 Œ A=a. 1

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.5. òÁÄÉËÁÌ r(a) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ, a ⊂ r(a), É r(a) = ⋂ p⊃a p.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.6. éÍÅÅÍ r(r(a)) = r(a).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: r(r(a)) = ⋂ p⊃r(a) p = ⋂ p⊃a p = r(a).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.7. éÄÅÁÌ a ⊂ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ a = r(a).

ðÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÄÉËÁÌ ÉÄÅÁÌÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.8. éÄÅÁÌ a | ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÊ ⇐⇒ ËÏÌØÃÏ A=a ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÏŒ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.9. ðÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ ÒÁÄÉËÁÌÅÎ.

þÁÓÔØ 3. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ

ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÞÅÎØ ÔÅÓÎÏ ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. ðÕÓÔØ k | ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A^n = k^n | n-ÍÅÒÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x_1; : : : ; x_n, É ÐÕÓÔØ X ⊂ A^n | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ: X = { x = (x_1; : : : ; x_n) ∈ A^n | f_1(x_1; : : :; x_n) = · · · = f_m(x_1; : : :; x_n) = 0 }, ÇÄÅ f_1; : : : ; f_m ∈ k[x_1; : : :; x_n]. ôÏÇÄÁ A_X := k[x_1; : : : ; x_n]=(f_1; : : : ; f_m) | ÔÉÐÉÞÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. ôÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, k-ÁÌÇÅÂÒÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_1; : : :; a_n ∈ A, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ A ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ a_i Ó ËÏÜÆÆÉÃÅÎÔÁÍÉ Œ k.

ìÅÍÍÁ 3.1. åÓÌÉ k-ÁÌÇÅÂÒÁ A | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÎÁÄ k, ÔÏ A ∼= k[x_1; : : : ; x_n]=I. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ A ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÏŒ, ÔÏ ÉÄÅÁÌ I | ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ a_1; : : :; a_n ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ A, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : k[x_1; : : :; x_n] → A, f(x_1; : : :; x_n) → f(a_1; : : : ; a_n) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÚÎÁÞÉÔ A ∼= k[x_1; : : : ; x_n]= Ker f. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.8.

ðÏÚÄÎÅÅ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ k[x_1; : : : ; x_n] ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ I = (f_1; : : : ; f_m) (ÔÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ).

œÓÑËÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ a ⊂ A_X ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V (a) = { x ∈ X | ∀f ∈ a f(x) = 0 }. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ V (a) ⊂ X ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ. ïÂÒÁÔÎÏ, ŒÓÑËÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ Y ⊂ X ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÉÄÅÁÌ I_Y := { f ∈ A_X | f_{|Y} ≡ 0 } ⊂ A_X .

ìÅÍÍÁ 3.2. ïÂÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ŒËÌÀÞÅÎÉÀ: ÅÓÌÉ a ⊂ b, ÔÏ V (b) ⊂ V (a), Á ÅÓÌÉ Y ⊂ Z, ÔÏ I_Z ⊂ I_Y .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ a ⊂ b É x ∈ V (b), ÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ a ÌÅÖÉÔ Œ b, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ÎÁ V (b), ÚÎÁÞÉÔ x ∈ V (a), ÚÎÁÞÉÔ V (b) ⊂ V (a). åÓÌÉ Y ⊂ Z É f ∈ I_Z , ÔÏ f ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ÎÁ Z, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÎÁ Y , ÚÎÁÞÉÔ f ∈ I_Y , ÚÎÁÞÉÔ I_Z ⊂ I_Y .

ìÅÍÍÁ 3.3. ïÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÉÄÅÁÌÏŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ É ÏÂSS- ÅÄÉÎÅÎÉÀ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, V (a_1 + a_2) = V (a_1) ∩ V (a_2), V (a_1a_2) = V (a_1 ∩ a_2) = V (a_1) ∪ V (a_2).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ x ∈ V (a_1) ∩ V (a_2), ÔÏ ∀f ∈ a_1; g ∈ a_2 ÉÍÅÅÍ f(x) = g(x) = 0, ÚÎÁÞÉÔ (f + g)(x) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ V (a_1 + a_2) ⊃ V (a_1) ∩ V (a_2). äÁÌÅÅ, V (a_1 + a_2) ⊂ V (a_1); V (a_2) ⊂ V (a_1 ∩ a_2) ⊂ V (a_1a_2), ÔÁË ËÁË a_1a_2 ⊂ a_1 ∩ a_2 ⊂ a_1; a_2 ⊂ a_1 + a_2. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ V (a_1a_2) ⊂ V (a_1) ∪ V (a_2). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ x ∈ V (a_1a_2) \ V (a_1), ÔÏ ∃f ∈ a_1, ÔÁË ÞÔÏ f(x) ≠ 0. úÎÁÞÉÔ ∀g ∈ a_2 ÉÍÅÅÍ fg ∈ a_1a_2 =⇒ (fg)(x) = 0 =⇒ g(x) = 0, Ô.Å. x ∈ V (a_2).

ïÄÎÉÍ ÉÚ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 3.4. éÍÅÅÍ I_{V (a)} = r(a).

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÚŒÅÓÔÎÁ ËÁË ôÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ (Hilbert Nullstellensatz). åÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÐÏÚÄÎÅÅ, Á ÐÏËÁ ŒÙŒÅÄÅÍ ÉÚ ÎÅÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.5. åÓÌÉ Y ⊂ X | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ ÉÄÅÁÌ I_Y ÒÁÄÉËÁÌÅÎ, Á Y = V (I_Y ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: Y ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ Y = V (a), ÐÏÜÔÏÍÕ I_Y = I_{V (a)} = r(a) | ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ, Á V (I_Y ) = V (r(a)) = V (a) = Y .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.6. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ a → V (a), Y → I_Y ÚÁÄÁÀÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÊ Y ⊂ X É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ a ⊂ A_X .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ a ÒÁÄÉËÁÌÅÎ, ÔÏ I_{V (a)} = r(a) = a, Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ ŒÙÛÅ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.7. œÓÑËÉÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ ËÏÌØÃÅ A = A_X ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ m = I_x, ÇÄÅ x ∈ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: I_{V (m)} = r(m) = m. ôÁË ËÁË I_∅ = A, ÔÏ V (m) ≠ ∅. åÓÌÉ x ∈ V (m), ÔÏ m = I_{V (m)} ⊂ I_x ≠ A. îÏ m ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ, ÚÎÁÞÉÔ m = I_x.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ ËÏÌØÃÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.8. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Y ⊂ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ Y ⊂ V (a_1) ∪ V (a_2) =⇒ Y ⊂ V (a_1) ÉÌÉ Y ⊂ V (a_2).

ìÅÍÍÁ 3.9. ðÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Y | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ ⇐⇒ ÉÄÅÁÌ I_Y ÐÒÏÓÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: (=⇒) Y = V (a_1) ∪ V (a_2) =⇒ Y = V (a_1a_2). åÓÌÉ a_1 ⊄ I_Y , ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ f ∈ a_1 \ I_Y . ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ g ∈ a_2 ÉÍÅÅÍ fg ∈ a_1a_2 =⇒ fg ∈ I_Y =⇒ g ∈ I_Y , ÔÏ ÅÓÔØ a_2 ⊂ I_Y =⇒ Y ⊂ V (a_2). éÎÁÞÅ a_1 ⊂ I_Y =⇒ Y ⊂ V (a_1). (⇐=) ðÕÓÔØ I_Y | ÎÅ ÐÒÏÓÔ. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ f_1; f_2 ∉ I_Y , ÔÁË ÞÔÏ f_1f_2 ∈ I_Y . ôÏÇÄÁ I_Y +(f_1f_2) = I_Y É Y = V (I_Y ) = V (I_Y + (f_1f_2)) = V ((I_Y + (f_1))(I_Y + (f_2))) = V (I_Y + (f_1)) ∪ V (I_Y + (f_2)), ÎÏ Y ⊄ V (I_Y + (f_i)), ÔÁË ËÁË f_i ∉ I_Y .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.10. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ ⇐⇒ ËÏÌØÃÏ A_X ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Œ X ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ ËÏÌØÃÁ A_X . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ V (p) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÁÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ÉÄÅÁÌ p.

éÚÕÞÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ.

ìÅÍÍÁ 3.11. œÓÅ (ÐÒÏÓÔÙÅ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ) ÉÄÅÁÌÙ ËÏÌØÃÁ A=a ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÉÉ ÓÏ ŒÓÅÍÉ (ÐÒÏÓÔÙÍÉ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍÉ) ÉÄÅÁÌÁÍÉ ËÏÌØÃÁ A, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ a.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ ß : A → A=a | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, Á b ⊂ A=a | ÉÄÅÁÌ, ÔÏ b = ß^{−1}(a)=a. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ c ⊂ A | ÉÄÅÁÌ É a ⊂ c, ÔÏ c=a ⊂ A=a | ÉÄÅÁÌ É c = ß^{−1}(c=a). îÁËÏÎÅÃ, (A=a)=b = A=ß^{−1}(b), ÐÏÜÔÏÍÕ b | ÐÒÏÓÔ (ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ) ⇐⇒ ß^{−1}(b) | ÐÒÏÓÔ (ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ËÏÌØÃÕ A=a, ÜÔÏ ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ V (a). éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄÕ Ë ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ.

ðÕÓÔØ X ⊂ A^n , Y ⊂ A^m | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ : X → Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ- ÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ Œ(x_1; : : : ; x_n) = (Œ_1(x_1; : : : ; x_n); : : : ; Œ_m(x_1; : : : ; x_n)) É Œ_1; : : : ; Œ_m ∈ k[x_1; : : :; x_n]. åÓÌÉ Œ : X → Y | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ É f ∈ k[y_1; : : :; y_m], ÔÏ Œ^∗(f) := f ∘Œ = f(Œ_1; : : :; Œ_m) ∈ k[x_1; : : : ; x_n]. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ f_{|Y} = 0, ÔÏ Œ^∗(f)_{|X} = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ Œ^∗ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A_Y → A_X , ËÏÔÏÒÏÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

ìÅÍÍÁ 3.12. óÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÑ X → A_X , Œ → Œ^∗ ÚÁÄÁÀÔ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ k-ÁÌÇÅÂÒ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ˘ : A_Y → A_X | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ y_1; : : : ; y_m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ Y , ÐÏÜÔÏÍÕ ˘(y_i) ∈ A_X = k[x_1; : : : ; x_n]=I_X . ðÏÄÎÉÍÁÑ ˘(y_i) ÄÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Œ_i(x) ∈ k[x_1; : : : ; x_n], ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ : X → A^m . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ Œ^∗(f)_{|X} = ˘(f_{|Y} ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ f ∈ I_Y , ÔÏ f ∘ Œ = 0, ÚÎÁÞÉÔ Œ(X) ⊂ Y . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÊ. îÁËÏÎÅÃ, ŒÓÐÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÂÅÚ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.13. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ k-ÁÌÇÅÂÒ ÂÅÚ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÏŒ.