2 ëÕÒÓ, áÌÇÅÂÒÁ 3 06.10.2003

ôÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ

þÁÓÔØ 1. îÅÔÅÒÏŒÏÓÔØ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. íÏÄÕÌØ M ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÁÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ M_1 ⊂ M_2 ⊂ M_3 ⊂ : : : Œ M ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ, ÔÏ ÅÓÔØ M_{i+1} = M_i ÄÌÑ i ≫ 0.

ðÒÉÍÅÒ 1.2. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÎÅÔÅÒÏŒÏ ⇐⇒ dim V ¡ ∞.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.3. íÏÄÕÌØ M ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ m_1; : : : ; m_n ∈ M , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ M ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ m_i Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ A. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, M ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌÀ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ.

ìÅÍÍÁ 1.4. íÏÄÕÌØ M ÎÅÔÅÒÏŒ ⇐⇒ ÌÀÂÏÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Œ M ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: (=⇒) ðÕÓÔØ M ÎÅÔÅÒÏŒ É M^′ ⊂ M . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ 0 = M_0 ⊂ M_2 ⊂ : : : Œ M^′, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÌÉ M_i ≠ M^′, ÔÏ M_{i+1} = M_i +Am_{i+1}, ÇÄÅ m_{i+1} ∈ M^′ \M_i. ôÁË ËÁË ÃÅÐÏÞËÁ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ, ÔÏ M_i = M^′ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ i, ÎÏ ÔÏÇÄÁ m_1; : : :; m_i ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ M^′.

(⇐=) ðÕÓÔØ M_1 ⊂ M_2 ⊂ : : : | ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ Œ M . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ M^′ = ⋃ M_i ⊂ M . ñÓÎÏ, ÞÔÏ M^′ | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ. ðÕÓÔØ m_1; : : :; m_n | ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÉÍÅÅÍ m_i ∈ M_j ÐÒÉ j ≫ 0, ÏÔËÕÄÁ M^′ = M_j ÐÒÉ j ≫ 0 É ÃÅÐÏÞËÁ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ.

ìÅÍÍÁ 1.5. åÓÌÉ 0 → M^{′ f}−→ M^g−→ M^{′′} → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ, ÔÏ M ÎÅÔÅÒÏŒ ⇐⇒ M^′ É M^{′′} ÎÅÔÅÒÏŒÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: (=⇒) ÅÓÌÉ M^′_1 ⊂ M^′_2 ⊂ : : : É M^{′′}_1 ⊂ M^{′′}_2 ⊂ : : : | ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÅ ÃÅÐÏÞËÉ Œ M^′ É M^{′′}, ÔÏ f(M^′_1) ⊂ f(M^′_2) ⊂ : : : É g^{−1}(M^{′′}_1 ) ⊂ g^{−1}(M^{′′}_2 ) ⊂ : : : | ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÅ ÃÅÐÏÞËÉ Œ M . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ f(M^′_{i+1}) = f(M^′_i ) É g^{−1}(M^{′′}_{i+1}) = g^{−1}(M^{′′}_i ) ÐÒÉ i ≫ 0. îÏ ÔÏÇÄÁ M^′_{i+1} = M^′_i É M^{′′}_{i+1} = M^{′′}_i , ÔÁË ËÁË f | ÍÏÎÏ, Á g | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ.

(⇐=) ÅÓÌÉ M_1 ⊂ M_2 ⊂ : : : | ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ Œ M , ÔÏ g(M_1) ⊂ g(M_2) ⊂ : : : É f^{−1}(M_1) ⊂ f^{−1}(M_2) ⊂ : : : | ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÅ ÃÅÐÏÞËÉ Œ M^{′′} É M^′, ÐÏÜÔÏÍÕ g(M_{i+1}) = g(M_i) É f^{−1}(M_{i+1}) = f^{−1}(M_i) ÐÒÉ i ≫ 0. îÏ ÔÏÇÄÁ M_{i+1} = M_i. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ x ∈ M_{i+1}, ÔÏ g(x) ∈ g(M_{i+1}) = g(M_i), ÚÎÁÞÉÔ ÎÁÊÄÅÔÓÑ y ∈ M_i, ÔÁË ÞÔÏ g(x) = g(y). ôÏÇÄÁ g(x − y) = 0, ÚÎÁÞÉÔ x − y ∈ Ker g = Im f, ÔÏ ÅÓÔØ x − y ∈ f(f^{−1} (M_{i+1})) = f(f^{−1} (M_i)), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ z ∈ f^{−1}(M_i), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ x = y + f(z). îÏ f(z) ∈ M_i, ÚÎÁÞÉÔ x ∈ M_i.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.6. ðÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÔÅÒÏŒÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÅÔÅÒÏŒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÉÎÄÕËÃÉÑ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÁÑ ÔÏÞÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ 0 → M_n → ⊕^n_{i=1}M_i → ⊕^{n−1}_{i=1} M_i → 0.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.7. ëÏÌØÃÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ A ÎÅÔÅÒÏŒ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÁÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ A ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ.

ðÒÉÍÅÒÙ 1.8. 1. ðÏÌÅ ÎÅÔÅÒÏŒÏ.

2. ëÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÎÅÔÅÒÏŒÏ.

3. ëÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÎÅÔÅÒÏŒÏ (ŒÓÅ ÉÄÅÁÌÙ ÇÌÁŒÎÙÅ =⇒ ÚÎÁÞÉÔ ŒÓÅ ÉÄÅÁÌÙ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÙ).

ìÅÍÍÁ 1.9. æÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ ÎÅÔÅÒÏŒÁ ËÏÌØÃÁ ÎÅÔÅÒÏŒÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: A=a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÎÅÔÅÒÏŒÙÍ A=a-ÍÏÄÕÌÅÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.10. íÏÄÕÌØ M ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A ÎÅÔÅÒÏŒ ⇐⇒ M ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: (=⇒) óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1.4. (⇐=) œÙÂÅÒÅÍ Œ M ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÀÒSSÅËÃÉÀ A^{⊕n} → M É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ 1.6 ÍÏÄÕÌØ A^{⊕n} ÎÅÔÅÒÏŒ, Á ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1.5 ÍÏÄÕÌØ M ÎÅÔÅÒÏŒ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.11. ðÏÄÍÏÄÕÌØ É ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ËÏ- ÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÙ. 1

þÁÓÔØ 2. ôÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ

ëÏÇÄÁ-ÔÏ, ÎÅÔÅÒÏŒÏÓÔØ ŒÓÑËÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÐÒÉÈÏÄÉÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ. ôÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÐÏÚŒÏÌÉÌÁ ÉÚÂÁŒÉÔØÓÑ ÏÔ ÜÔÏÇÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.1. åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ A | ÎÅÔÅÒÏŒÏ, ÔÏ ËÏÌØÃÏ A[x] | ÔÏÖÅ ÎÅÔÅÒÏŒÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ I ⊂ A[x] | ÉÄÅÁÌ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I_0 ⊂ A, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ A. ñÓÎÏ, ÞÔÏ I_0 | ÉÄÅÁÌ Œ A, ÔÁË ËÁË f(x) = ax^n +· · · ∈ I, g(x) = bx^m +· · · ∈ I =⇒ f(x)x^m + g(x)x^n = (a + b)x^{n+m} + · · · ∈ I, cf(x) = cax^n + · · · ∈ I =⇒ a + b ∈ I_0, ca ∈ I_0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ c ∈ A. éÄÅÁÌ I_0 ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÎÁÄ A. œÙÂÅÒÅÍ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ a_1; : : : ; a_n ÉÄÅÁÌÁ I_0 ÎÁÄ A É ÐÕÓÔØ f_1; : : : ; f_n ∈ A[x] | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÚ I, ÓÔÁÒÛÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÎÙ a_1; : : : ; a_n. ðÕÓÔØ N = max deg f_i ðÕÓÔØ ÄÁÌÅÅ M = I ∩ A⟨1; x; : : :; x^{N−1}⟩ ⊂ A[x]. ôÏÇÄÁ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ A-ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ Œ ÓŒÏÂÏÄÎÏÍ A-ÍÏÄÕÌÅ ËÏ- ÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ, ÚÎÁÞÉÔ M ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÎÁÄ A. œÙÂÅÒÅÍ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ g_1; : : :; g_m ÍÏÄÕÌÑ M ÎÁÄ A É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f_1; : : : ; f_n; g_1; : : : ; g_m ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÉÄÅÁÌ I ÎÁÄ A[x]. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÌÀ- ÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h(x) ∈ I ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_i, g_j. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ deg h ¡ N , ÔÏ h ∈ M É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ g_j. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ deg h ¿ N , h = ax^k + : : : . ôÏÇÄÁ a ∈ I_0, ÚÎÁÞÉÔ a = ∑ c_ia_i, c_i ∈ A, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÅÓÌÉ h^′(x) = h(x) − ∑ c_ix^{k−deg fi} f_i, ÔÏ h^′(x) ∈ I, ÐÒÉÞÅÍ deg h^′ ¡ deg h. ðÏŒÔÏÒÑÑ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ h ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_i É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÌÅÖÁÝÅÇÏ Œ I, ÓÔÅÐÅÎØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ N .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.2. ëÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ k[x_1; : : : ; x_n] ÎÅÔÅÒÏŒÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.3. ìÀÂÁÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ k-ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅÔÅÒÏŒÁ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.4. åÓÌÉ A ÎÅÔÅÒÏŒÏ, ÔÏ ÌÀÂÁÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ A-ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅÔÅÒÏŒÁ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.5. ìÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ k-ÁÌÇÅÂÒÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ.

þÁÓÔØ 3. ôÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ

ôÅÏÒÅÍÁ 3.1. åÓÌÉ X ⊂ A^n | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏ- ÌÅÍ k, a ⊂ A_X | ÉÄÅÁÌ Œ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, ÔÏ I_{V (a)} = r(a).

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÐÏÌÑ k Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ. òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÉÄÅÁÌ a := (x^2 + 1)R[x] ⊂ R[x]. ôÏÇÄÁ V (a) ⊂ R ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x^2 + 1 = 0, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ. ðÏÜÔÏÍÕ V (a) = ∅ É I_{V (a)} = R[x] ≠ r(a). ðÒÉÞÉÎÁ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ V (a) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÎÏ ÉÍÅÅÔ ÄŒÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÔÏÞËÉ i É −i, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÐÏÌÀ C ÐÏÌÕÞÁÅÍ V (a) = { i; −i } É I_{V (a)} = { f(x) ∈ C [x] | (x − i)|f(x); (x + i)|f(x) } = { f(x) ∈ C [x] | (x^2 + 1)|f(x) } = a. òÁÚÏÂÒÁÎÎÙÊ ÆÁËÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÌÌÀÓÔÒÁÃÉÅÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÒÉÎÃÉÐÁ:

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁÄ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÁÄ —k, ÉÍÅÀÝÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ k.

ôÏÔ ÖÅ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ \ÓÌÁÂÏÊ ÆÏÒÍÙ" ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ, ÕÔŒÅÒÖÄÁÀÝÅÊ ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A_X ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ I_x, ÇÄÅ x ∈ X, ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÐÏÌÑ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÉÄÅÁÌ a ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÊ ŒÙÛÅ ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ (R[x]=a ∼= C ), ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ I_x, ÎÁÄÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÔÏÞËÉ x ŒÚÑÔØ ÔÏÞËÕ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÒÉÓÔÕÐÉÔØ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ, ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÐÒÉÇÏÔÏŒÌÅÎÉÑ.

ìÅÍÍÁ 3.2. åÓÌÉ A ⊂ B ⊂ C É B | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ A-ÁÌÇÅÂÒÁ, Á C | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ B- ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ C | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ A-ÁÌÇÅÂÒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ b_1; : : : ; b_n ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ B ÎÁÄ A, Á c_1; : : :; c_m ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ C ÎÁÄ B, ÔÏ b_1; : : : ; b_n; c_1; : : : ; c_m ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ C ÎÁÄ A.

ìÅÍÍÁ 3.3. ðÏÌÅ K = k(x_1; : : : ; x_m) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ k-ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ m = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Œ_1; : : : ; Œ_n ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ K ÎÁÄ k, Œ_i = f_i=g_i. œÙÂÅÒÅÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎ p ∈ k[x_1; : : :; x_m], ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ g_i (ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ g_i ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Œ ÓÉÌÕ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ËÏÌØÃÁ k[x_1; : : : ; x_m], Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÙÈ | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ p_1; : : : ; p_N ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ŒÓÑËÉÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p_1 · · · p_N + 1 ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ p_i)). ôÏÇÄÁ 1=p ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ ÐÏÄËÏÌØÃÅ ÐÏÌÑ K, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÎÁÄ k ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Œ_i.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.4. îÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_1; : : : ; a_n Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ k-ÁÌÇÅÂÒÅ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅ- ÚÁŒÉÓÉÍÙÍ ÎÁÄ k, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ 0 ≠ f(x_1; : : : ; x_n) ∈ k[x_1; : : : ; x_n] ÉÍÅÅÍ f(a_1; : : :; a_n) ≠ 0.

ìÅÍÍÁ 3.5. åÓÌÉ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ k-ÁÌÇÅÂÒÁ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÔÏ A=k | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÙÂÅÒÅÍ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ a_1; : : : ; a_n ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁÄ k. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÏŒÁÎÙ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ a_1; : : : ; a_m ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÎÁÄ k, Á a_1; : : : ; a_m; a_i ÐÒÉ m ¡ i ⩽ n ÕÖÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁŒÉÓÉÍÙ. äÁÌÅÅ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ k[x_1; : : : ; x_m] → A, x_i → a_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÚÎÁÞÉÔ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÑ k(x_1; : : :; x_m) É ÐÏÄÐÏÌÑ K ⊂ A, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ a_1; : : : ; a_m. ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÓÅ a_i ÐÒÉ m ¡ i ⩽ n ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ ÎÁÄ K, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ A ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ ÎÁÄ K, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ dim_K A ¡ ∞. ðÕÓÔØ e_1; : : : ; e_l | ÂÁÚÉÓ A ÎÁÄ K. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ 1 ⩽ i; j ⩽ n ÉÍÅÅÍ

a_i = l∑ k=1 ˘_{ik}e_k; e_ie_j = l∑ k=1 ¯_{ijk}e_k; ˘_{ik}; ¯_{ijk} ∈ K:

ðÕÓÔØ B ⊂ A | ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÎÁÄ k ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ˘_{ik}; ¯_{ijk}. ôÏÇÄÁ B | ÎÅÔÅÒÏŒÁ. éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ e_1; : : : ; e_l ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ A ËÁË B-ÍÏÄÕÌØ, ÔÏ ÅÓÔØ A ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ B- ÍÏÄÕÌØ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ K | ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ B-ÍÏÄÕÌØ, ÔÁË ËÁË K ⊂ A, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ K | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ B-ÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ K | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ k-ÁÌÇÅÂÒÁ. îÏ K ∼= k(x_1; : : :; x_m), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ m = 0, K = k É dim_k A ¡ ∞.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.6. åÓÌÉ m | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ k-ÁÌÇÅÂÒÅ A, ÔÏ ÐÏÌÅ A=m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ k.

åÓÌÉ A = A_X , X ⊂ A^n , x_1; : : : ; x_n | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ A^n , A=m = F É ß : A → F | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, É ˘_i := ß(x_i) ∈ F , ÔÏ m = { f ∈ k[x_1; : : :; x_n] | f(˘_1; : : : ; ˘_n) = 0 } = I_{(˘1 ;:::;˘n)}. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ Œ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ F ÐÏÌÑ k.

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÓÔÕÐÉÔØ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ.

ûÁÇ 1. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a, ÅÓÌÉ a ⊂ p, ÔÏ V (p) ⊂ V (a), ÚÎÁÞÉÔ I_{V (a)} ⊂ I_{V (p)} = r(p) = p, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ I_{V (a)} ⊂ ⋃ a⊂p p = r(a).

ûÁÇ 2. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f ∈ I_{V (p)}, f ∉ r(p) = p. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄËÏÌØÃÏ Œ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A=p, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ 1=f: B = A=p[1=f]. ôÁË ËÁË f ≠ 0 Œ A=p, ÔÏ B ≠ 0. œÙÂÅÒÅÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m Œ ËÏÌØÃÅ B. ëÏÌØÃÏ B ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÎÁÄ A, ÐÏÜÔÏÍÕ B ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÎÁÄ k, ÐÏÜÔÏÍÕ B=m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ k-ÁÌÇÅÂÒÏÊ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÌÅ B=m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ k. îÏ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ B=m ∼= k. ðÕÓÔØ ß : B → k | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, Á æ | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ A → A=p → A=p[1=f] = B → k. ñÓÎÏ, ÞÔÏ p ⊂ Ker æ. ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ ˘_i = æ(x_i) ∈ k, ÇÄÅ x_1; : : : ; x_n | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, Œ ËÏÔÏÒÍ ÌÅÖÉÔ X. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ˘ = (˘_1; : : : ; ˘_n), ÔÏ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ æ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ A → A=I_˘ ∼= k A � � æ � � � � � A=p � B ß � A=I_˘ k

(ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ËÏÌØÃÁ), ÐÏÜÔÏÍÕ p ⊂ I_˘, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ˘ ∈ V (I_˘) ⊂ V (p). ïÄÎÁËÏ, ß(1=f) = 1=f(˘_1; : : : ; ˘_n), ÐÏÜÔÏÍÕ f(˘_1; : : : ; ˘_n) ≠ 0, ÚÎÁÞÉÔ f ∉ I_{V (p)}.