2 ëÕÒÓ, áÌÇÅÂÒÁ 3 13.10.2003

ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÍÏÄÕÌÅÊ

þÁÓÔØ 1. óŒÏÊÓÔŒÁ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÁ Hom

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. ëÏÍÐÌÅËÓ 0 → M_1 → M_2 → M_3 → 0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ ÓÌÅŒÁ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÔÏÞÅÎ Œ ÞÌÅÎÁÈ M_1 É M_2, É ÔÏÞÎÙÍ ÓÐÒÁŒÁ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÔÏÞÅÎ Œ ÞÌÅÎÁÈ M_2 É M_3.

ìÅÍÍÁ 1.2. (i) ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → M_1^f−→ M_2^g−→ M_3 ÔÏÞÎÁ ÓÌÅŒÁ ⇐⇒ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ N ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Hom_A(N; M_1)^{f∗}−→ Hom_A(N; M_2)^{g∗}−→ Hom_A(N; M_3) ÔÏÞÎÁ ÓÌÅŒÁ. (ii) ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ M_1^f−→ M_2^g−→ M_3 → 0 ÔÏÞÎÁ ÓÐÒÁŒÁ ⇐⇒ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ N ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ 0 → Hom_A(M_3; N )^{g∗}−→ Hom_A(M_2; N )^{f ∗}−→ Hom_A(M_1; N ) ÔÏÞÎÁ ÓÌÅŒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: (i) (=⇒) åÓÌÉ Œ_1 ∈ Hom_A(N; M_1), f_∗(Œ_1) = f ∘ Œ_1 = 0, ÔÏ Im Œ_1 ⊂ Ker f = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ Œ_1 = 0. åÓÌÉ Œ_2 ∈ Hom_A(N; M_2), g_∗(Œ_2) = g ∘ Œ_2 = 0, ÔÏ Im Œ_2 ⊂ Ker g = Im f ∼= M_1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÅÔÓÑ Œ_1 ∈ Hom_A(N; M_1), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ Œ_2 = f_∗(Œ_1). (⇐=) œÏÚØÍÅÍ N = M_1, Œ_1 = 1. ôÏÇÄÁ 0 = (g_∗ ∘ f_∗)(Œ_1) = g_∗(f_∗(Œ_1)) = g ∘ f ∘ 1 = g ∘ f, ÐÏÜÔÏÍÕ Im f ⊂ Ker g. œÏÚØÍÅÍ N = Ker f É ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Œ_1 : N → M_1. ôÏÇÄÁ f_∗(Œ_1) = f ∘Œ_1 = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ Œ_1 = 0, ÔÏ ÅÓÔØ N = Ker f = 0. îÁËÏÎÅÃ, ŒÏÚØÍÅÍ N = Ker g É ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Œ_2 : N → M_2. ôÏÇÄÁ g_∗(Œ_2) = g ∘ Œ_2 = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ Œ_2 = f_∗(Œ_1) = f ∘ Œ_1. úÎÁÞÉÔ Ker g = Im Œ_2 ⊂ Im f.

(ii) (=⇒) áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ _3 ∈ Hom_A(M_3; N ), g^∗(_3) = _3 ∘ g = 0, ÔÏ Ker _3 ⊃ Im g = M_3, ÐÏÜÔÏÍÕ _3 = 0. åÓÌÉ _2 ∈ Hom_A(M_2; N ), f^∗(_2) = _2 ∘ f = 0, ÔÏ Ker _2 ⊃ Im f = Ker g, ÐÏÜÔÏÍÕ _2 ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ M_2= Ker g = M_3. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ _3 ∈ Hom_A(M_3; N ), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ _2 = g^∗(_3). (⇐=) œÏÚØÍÅÍ N = M_3, _3 = 1. ôÏÇÄÁ 0 = (f^∗ ∘ g^∗)(_3) = f^∗(g^∗(_3)) = 1 ∘ g ∘ f = g ∘ f, ÐÏÜÔÏÍÕ Im f ⊂ Ker g. œÏÚØÍÅÍ N = M_3= Im g É ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ _3 : M_3 → N . ôÏÇÄÁ g^∗(_3) = _3 ∘ g = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ _3 = 0, ÔÏ ÅÓÔØ N = 0, ÔÏ ÅÓÔØ Im g = M_3. îÁËÏÎÅÃ, ŒÏÚØÍÅÍ N = M_2= Im f É ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ _2 : M_2 → N . ôÏÇÄÁ f^∗(_2) = _2 ∘f = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ _2 = g^∗(_3) = _3 ∘ g. úÎÁÞÉÔ Im f = Ker _2 ⊃ Ker g.

ìÅÍÍÁ 1.3. åÓÌÉ P | ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ, Á f : M → M^′ | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ^′ : P → M^′ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ Œ : P → M , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ Œ^′ = f ∘ Œ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ P ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ { e_i } ÍÏÄÕÌÑ P , ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ^′(e_i) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ f.

ìÅÍÍÁ 1.4. ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → M_1^f−→ M_2^g−→ M_3 → 0 ÔÏÞÎÁ.

(i) åÓÌÉ N ÓŒÏÂÏÄÅÎ, ÔÏ 0 → Hom_A(N; M_1)^{f∗}−→ Hom_A(N; M_2)^{g∗}−→ Hom_A(N; M_3) → 0 ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ. (ii) åÓÌÉ M_3 ÓŒÏÂÏÄÅÎ, ÔÏ 0 → Hom_A(M_3; N )^{g∗}−→ Hom_A(M_2; N )^{f ∗}−→ Hom_A(M_1; N ) → 0 ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: (i) äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÁ g_∗, ÎÏ ÏÎÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ N Œ M_3 ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÎÑÔØ ŒÄÏÌØ g.

(ii) äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f^∗. ðÏÄÎÉÍÁÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ M_3 → M_3 ŒÄÏÌØ g, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ s : M_3 → M_2, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ g ∘ s = 1_{M3} . ñÓÎÏ, ÞÔÏ s | ŒÌÏÖÅÎÉÅ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ —f : M_1^f−→ M_2 → M_2=s(M_3) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, —f (m_1) = 0 =⇒ f(m_1) = s(m_3) =⇒ m_3 = g(s(m_3)) = g(f(m_1)) = 0 =⇒ m_1 ∈ Ker f = 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ m_2 ∈ M_2, ÔÏ g(m_2 − s(g(m_2 ))) = g(m_2) − g(s(g(m_2))) = g(m_2) − g(m_2) = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ m_2 − s(g(m_2)) = f(m_1) É m_2 = f(m_1) + s(g(m_2)). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, —f

| ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ M_2 → M_2=s(M_3)^{f̄ −1}−−→ M_1. ôÏÇÄÁ p ∘ f = 1_{M1} É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ : M_1 → N ÉÍÅÅÍ = ∘ p ∘ f = f^∗( ∘ p), ÐÏÜÔÏÍÕ f^∗ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.5. æÁËÔÉÞÅÓËÉ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ŒÓÑËÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ ÓÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ M_3 ÒÁÓÝÅÐÌÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÔÒÏÊËÅ 0 → M_1^{(1;0)}−−−→ M_1 ⊕ M_3^{(0;1)}−−−→ M_3 → 0.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.6. æÕÎËÔÏÒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ ÓÌÅŒÁ (ÔÏÞÎÙÍ ÓÐÒÁŒÁ, ÔÏÞÎÙÍ), ÅÓÌÉ ÏÎ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ŒÓÑËÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÎÕÀ ÓÌÅŒÁ (ÔÏÞÎÕÀ ÓÐÒÁŒÁ, ÔÏÞÎÕÀ). óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.7. æÕÎËÔÏÒ Hom ÔÏÞÅÎ ÓÌÅŒÁ ËÁË ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ, ÔÁË É ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. 1

þÁÓÔØ 2. æÕÎËÔÏÒÙ Ext

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. ðÕÓÔØ · · · → P_2 → P_1 → P_0 → M → 0 | ÌÅŒÁÑ ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A-ÍÏÄÕÌÅÊ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÍÏÄÕÌÉ P^i ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÇÒÕÐÐÙ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ

Ext^p_A(M; N ) := H^p(Hom_A(P_•; N ))

ËÁË ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÁ 0 → Hom_A(P_0; N ) → Hom_A(P_1; N ) → Hom_A(P_2; N ) → : : : .

ìÅÍÍÁ 2.2. œÓÑËÉÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÉÍÅÅÔ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ { m_i }_{i∈I} | ÎÁÂÏÒ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ) ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ A-ÍÏÄÕÌÑ M , ÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ⊕_{i∈I} A → M ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, Õ ŒÓÑËÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ ÅÓÔØ \ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ÎÁËÒÙŒÁÀÝÁÑ". ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍ ÆÁËÔÏÍ ÓÔÒÏÉÍ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ: Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ P_0 ÂÅÒÅÍ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÎÁËÒÙŒÁÀÝÕÀ M , Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ P_1 ÂÅÒÅÍ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÎÁËÒÙŒÁÀÝÕÀ A-ÍÏÄÕÌÑ Ker(P_0 → M ), Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ P_2 ÂÅÒÅÍ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÎÁ- ËÒÙŒÁÀÝÕÀ A-ÍÏÄÕÌÑ Ker(P_1 → P_0) É Ô.Ä.

œÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ, ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉ ÇÒÕÐÐÁ Ext^p_A(M; N ) ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ.

ìÅÍÍÁ 2.3. åÓÌÉ P_• → M É P^′_• → M^′ | ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ, Á f : M → M^′ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ f_• : P_• → P^′_•, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÊ Ó f. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ f^′_• : P_• → P^′_• | ÄÒÕÇÏÊ ÔÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ, ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ f^′_• É f_• ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ h_i : P_i → P^′_{i+1}, ÔÁË ÞÔÏ f^′_i − f_i = h_{i−1}d_i + d_{i+1}h_i.

: : : � P_2^{d2} �

f_2 � � � P^1

d_1 �

f_1 � � � P^0

d_0 �

f_0 � � � M � f � 0

: : : � P^′_{2 d′} 2 � P ′_{1 d′} 1 � P ′_{0 d′} 0 � M ′ � 0

: : : � P_2^{d2} �

f_2 � f^′_2 � � � � � P_1^{d1} �

f_1 � f^′_1 � � � � � P_0^{d0} �

f_0 � f^′_0 � � � � � M � 0 � 0

: : : � P^′_{2 d′} 2 � P ′_{1 d′} 1 � P ′_{0 d′} 0 � M ′ � 0

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÍÏÒÆÉÚÍÙ f_i ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÌÏÖÉŒ f_{−1} = f. åÓÌÉ f_i ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎ, ÔÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ d^′_if_id_{i+1} = f_{i−1}d_id_{i+1} = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ Im(d_{i+1}f_i) ⊂ Ker d^′_i = Im d^′_{i+1}, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ f_{i+1}, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ d^′_{i+1}f_{i+1} = f_id_{i+1}. íÏÒÆÉÚÍÙ h_i ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÌÏÖÉŒ h_{−1} = 0. åÓÌÉ h_{i−1} ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎ, ÔÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ d^′_i(f^′_i − f_i − h_{i−1}d_i) = d^′_if^′_i − d^′_if_i − d^′_ih_{i−1}d_i = f^′_{i−1}d_i − f_{i−1}d_i − d^′_ih_{i−1}d_i = (f^′_{i−1} − f_{i−1} − d^′_ih_{i−1})d_i = h_{i−2}d_{i−1}d_i = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ Im(f^′_i − f_i − h_{i−1}d_i) ⊂ Ker d^′_i = Im d^′_{i+1}, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ h_i, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ d^′_{i+1}h_i = f^′_i − f_i − h_{i−1}d_i.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.4. çÒÕÐÐÙ Ext^p_A(M; N ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ P^• → M É P^′_• → M | ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ. ôÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ 1_M ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔ f_• : P_• → P^′_•, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ f^∗_• : Hom_A(P^′_•; N ) → Hom_A(P_•; N ) É ÉÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ H^pf^∗_• : Ext^p_A(M; N ) → Ext^p_A(M; N ). ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ f^′_• | ÄÒÕÇÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔ, ÔÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ h_•, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ f_• É f^′_• ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ, ÓÏÅÄÉÎÑ- ÀÝÕÀ f^∗_• É f^′_•^∗, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ H^pf^∗_• = H^pf^′_•^∗. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ. þÔÏÂÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔ g_• : P^′_• → P_•, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ 1_M . ôÏÇÄÁ H^pf^∗_• ∘ H^pg^∗_• = H^p(f^∗_• ∘ g^∗_•) = H^p((g_• ∘ f_•)^∗), ÎÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔ g_• ∘ f_• : P_• → P_• ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ 1_M , ÔÁËÖÅ ËÁË É 1_{P•} , ÐÏÜÔÏÍÕ H^p((g_• ∘ f_•)^∗) = H^p(1^∗_{P•} ) = Id. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, H^pf^∗_• ∘ H^pg^∗_• = Id. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ H^pg^∗_• ∘ H^pf^∗_• = Id.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.5. Ext^p_A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ËÁË ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ, ÔÁË É ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ.

ìÅÍÍÁ 2.6. (i) æÕÎËÔÏÒÙ Ext^p_A ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó ÐÒÑÍÙÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ; (ii) Ext^0(M; N ) = Hom_A(M; N ); (iii) ÅÓÌÉ M ÓŒÏÂÏÄÅÎ, ÔÏ Ext^p(M; N ) = 0 ÐÒÉ p ¿ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ N .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: (i) åÓÌÉ P_• → M É P^′_• → M^′ | ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ, ÔÏ P_• ⊕ P^′_• → M ⊕ M^′ | ÓŒÏÂÏÄ- ÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ, ÚÎÁÞÉÔ Ext^p_A(M ⊕ M^′; N ) = H^p(Hom_A(P_• ⊕ P^′_•; N )) = H^p(Hom_A(P_•; N ) ⊕ Hom_A(P^′_•; N )) = H^p(Hom_A(P_•; N )) ⊕ (Hom_A(P^′_•; N )) = Ext^p_A(M; N ) ⊕ Ext^p_A(M^′; N ). (ii) ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ P_1 → P_0 → M → 0 ÔÏÞÎÙÊ ÓÌÅŒÁ ÆÕÎËÔÏÒ Hom_A(−; N ), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÓÌÅŒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Hom_A(M; N ) → Hom_A(P_0; N ) → Hom_A(P_1; N ), ÏÔËÕÄÁ Ext^0_A(M; N ) = H^0(Hom_A(P_•; N )) = Hom_A(M; N ). (iii) åÓÌÉ M ÓŒÏÂÏÄÅÎ, ÔÏ ÐÏÌÁÇÁÑ P_0 = M , P_{¿0} = 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ, É Œ ËÏÍÐÌÅËÓÅ Hom_A(P_•; N ) ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÐÅÒŒÏÇÏ ÚÁÎÕÌÑÀÔÓÑ, ÚÎÁÞÉÔ Ext^p_A(M; N ) = 0 ÐÒÉ p ¿ 0.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÇÒÕÐÐ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÆÕÎËÔÏÒÁ Ext. á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÒÅ- ÚÏÌØŒÅÎÔÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ G-ÍÏÄÕÌÑ ZŒ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Z[G]-ÍÏÄÕÌÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ, H^p(G; M ) = Ext^p_{Z[G]}(Z; M ):

ôÅÏÒÅÍÁ 2.7. œÓÑËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÅ 0 → M^{′ f}−→ M^g−→ M^{′′} → 0 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÅ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → Hom(M^{′′}; N ) → Hom(M; N ) → Hom(M^′; N )^ffi→Ext^1(M^{′′}; N ) → Ext^1(M; N ) → Ext^1(M^′; N )^ffi→Ext^2(M^{′′}; N ) → : : : 0 → Hom(N; M^′) → Hom(N; M ) → Hom(N;M^{′′})^ffi→Ext^1(N; M^′) → Ext^1(N; M ) → Ext^1(N;M^{′′})^ffi→Ext^2(N; M^′) → : : : äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ P^′_• → M^′, P^{′′}_• → M^{′′} É P_• → M , Á ÔÁËÖÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔ f_• : P^′_• → P_• É g_• : P_• → P^{′′}_• ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → P^′_• → P_• → P^{′′}_• → 0 ÂÕÄÅÔ ÔÏÞÎÁ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ Hom_A(−; N ) ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Hom_A(P^{′′}_• ; N ) → Hom_A(P_•; N ) → Hom_A(P^′_•; N ) → 0 ÔÁË ËÁË P^{′′}_• ÓŒÏÂÏÄÅÎ. ôÅÐÅÒØ ÐÅÒŒÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÒÕÐÐ Ext ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÌÅÍÍÙ Ï ÚÍÅÅ.

œÔÏÒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÒÕÐÐ Ext ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÇÒÕÐÐÙ. œÙÂÉÒÁÅÍ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ Q_• → N , ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÆÕÎËÔÏÒ Hom_A(Q_•; −), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ 0 → Hom_A(Q_•; M^′) → Hom_A(Q_•; M ) → Hom_A(Q_•; M^{′′}) → 0 É ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÌÅÍÍÏÊ Ï ÚÍÅÅ.

þÁÓÔØ 3. òÁÓÛÉÒÅÎÉÑ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ A-ÍÏÄÕÌÑ M Ó ÐÏÍÏÝØÀ A-ÍÏÄÕÌÑ N ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ A-ÍÏÄÕÌÅÊ ŒÉÄÁ 0 → N^i−→ E^ß−→ M → 0. òÁÓÛÉÒÅÎÉÑ (E; i; ß) É (E^′; i^′; ß^′) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ : E → E^′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ i^′ = Œ ∘ i, ß = ß^′ ∘ Œ. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ 0 → N^{(1;0)}−−−→ N ⊕ M^{(0;1)}−−−→ M → 0.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.2. òÁÓÛÉÒÅÎÉÑ A-ÍÏÄÕÌÑ M Ó ÐÏÍÏÝØÀ N ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ Ext^1_A(M; N ). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ 0 → N → E → M → 0 | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ Hom_A(M; −) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞ- ÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Hom(M; N ) → Hom(M; E) → Hom(M; M )^ffi−→ Ext^1(M; N ) → : : : . óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ ÜÌÅÍÅÎÔ ffi(1_M ) ∈ Ext^1(M; N ). éÚ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ ÇÒÕÐÐÅ Ext^1(M; N ). ïÂÒÁÔÎÏ, ŒÓÑËÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ” ∈ Ext^1(M; N ) ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. œÙÂÅÒÅÍ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ · · · → P_2 → P_1 → P_0 → M → 0 É ÍÏÒÆÉÚÍ f : P_1 → N , ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ”. ôÏÇÄÁ d^∗_1f = f ∘ d_2 = 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ : P_1 → N ⊕ P_0, p_1 → (fp_1; d_1p_1), É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ E = Coker Œ := (N ⊕ P_0)= Im Œ. ðÕÓÔØ, ÎÁËÏÎÅÃ i : N → E ÆÏÒÍÕÌÏÊ i(n) = (n; 0) (mod Im Œ), É ß : E → M ÆÏÒÍÕÌÏÊ ß(n; p_0) = d_0p_0 (ÅÓÌÉ (n; p_0) ∈ Im Œ, ÔÏ (n; p_0) = (fp_1; d_1p_1) É d_0p_0 = d_0d_1p_1 = 0). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ 0 → N^i−→ E^ß−→ M → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ß(i(n)) = ß(n; 0) = d_00 = 0, ÚÎÁÞÉÔ Im i ⊂ Ker ß. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ i(n) = 0, ÔÏ (n; 0) = (fp_1; d_1p_1), Œ ÞÁÓÔ- ÎÏÓÔÉ d_1p_1 = 0, ÔÏ ÅÓÔØ p_1 = d_2p_2, É n = fp_1 = fd_2p_2 = 0. úÎÁÞÉÔ i | ŒÌÏÖÅÎÉÅ. äÁÌÅÅ, ß | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ, ÔÁË ËÁË d_0 : P_0 → M | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ. îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ ß(n; p_0) = 0, ÔÏ d_0p_0 = 0, ÚÎÁÞÉÔ p_0 = d_1p_1, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ (n; p_0) = (n − fp_1; 0) + (fp_1; d_1p_1) = i(n − fp_1) (mod Im Œ), ÔÏ ÅÓÔØ Ker ß = Im i.

þÁÓÔØ 4. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

ìÅÍÍÁ 4.1. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ M_1^f−→ M_2^g−→ M_3 → 0 ÔÏÞÎÁ ÓÐÒÁŒÁ ⇐⇒ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ N ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ M_1 ⊗_A N^{f⊗1}−−→ M_2 ⊗_A N^{g⊗1}−−→ M_3 ⊗_A N → 0 ÔÏÞÎÁ ÓÐÒÁŒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÓÏÔØ M_• ⊗_A N ÔÏÞÎÁ ÓÐÒÁŒÁ ⇐⇒ ∀P ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Hom_A(M_• ⊗_A N; P ) ∼= Hom_A(M_•; Hom_A(N; P )) ÔÏÞÎÁ ÓÌÅŒÁ ⇐⇒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÓÏÔØ M_• ÔÏÞÎÁ ÓÐÌÅŒÁ, ÔÁË ËÁË ŒÓÑËÉÊ A-ÍÏÄÕÌØ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ Hom_A(N; P ) (ÔÁË ËÁË Hom_A(A; P ) ∼= P ). üÔÁ ÌÅÍÍÁ ÄÁÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÍÏÄÕÌØ M ËÁË ËÏÑÄÒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ: A^{m f}−→ A^n → M → 0, ÇÄÅ f = (f_{ij} ) | ÍÁÔÒÉÃÁ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ A. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ N^{⊕m f}−→ N^{⊕n} → M ⊗_A N → 0. óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.2. éÍÅÅÍ A=a ⊗_A M ∼= M=aM .