2 ëÕÒÓ, áÌÇÅÂÒÁ 3 20.10.2003

òÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ËÏÌÅÃ É ÐÏÌÅÊ

þÁÓÔØ 1. ãÅÌÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ËÏÌÅÃ

ðÕÓÔØ A ⊂ B | ŒÌÏÖÅÎÉÅ (ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ) ËÏÌÅÃ. äÌÑ ŒÓËÏÇÏ x ∈ B ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ A[x] ÐÏÄËÏÌØÃÏ Œ B, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÎÁÄ A ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ x, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚ ËÏÌØÃÁ A[X] ÐÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ A[X] → B, X → x.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. üÌÅÍÅÎÔ x ∈ B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÎÁÄ A, ÅÓÌÉ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ A É ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1, ÔÏ ÅÓÔØ x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_n = 0.

ìÅÍÍÁ 1.2. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ: (i) ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ B ÃÅÌ ÎÁÄ A;

(ii) ÐÏÄËÏÌØÃÏ A[x] ⊂ B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ; (iii) x ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÐÏÄËÏÌØÃÅ C ⊂ B, ÑŒÌÑÀÝÅÍÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: (i) =⇒ (ii) ÜÌÅÍÅÎÔÙ 1; : : :; x^{n−1} ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ A[x] ÎÁÄ A. (ii) =⇒ (iii) œÏÚØÍÅÍ C = A[x]. (iii) =⇒ (i) ðÕÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ e_1; : : : ; e_n ∈ C ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ C ËÁË A-ÍÏÄÕÌØ, ÐÒÉÞÅÍ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ e_1 = 1. ôÏÇÄÁ xe_i = ∑ a_{ij}e_j , ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÁÔÒÉÃÁ (xffi_{ij} −a_{ij} ) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÕÌÅÍ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ e_i. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) = det(xffi_{ij} − a_{ij}) = ^(xffi_{ij} − a_{ij})(xffi_{ij} − a_{ij}) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÕÌÅÍ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ e_i. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, f(x) = f(x) · 1 = f(x)e_1 = 0. ïÓÔÁÔÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ f(x) ÉÍÅÅÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Œ A, Á ÅÇÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÁŒÅÎ 1.

ìÅÍÍÁ 1.3. óÕÍÍÁ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÃÅÌÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÃÅÌÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ x É y ÃÅÌÙ ÎÁÄ A, ÔÏ A[x; y] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ (ÍÏÎÏÍÙ x^iy^j , i ⩽ m, j ⩽ n ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ A[x; y] ÎÁÄ A). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, A[x; y]| ÐÏÄËÏÌØÃÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ËÁË x + y, ÔÁË É xy.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.4. åÓÌÉ A ⊂ B | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ËÏÌÅÃ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ B, ÃÅÌÙÈ ÎÁÄ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ Œ B.

ðÏÄËÏÌØÃÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ B, ÃÅÌÙÈ ÎÁÄ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ A Œ B. åÓÌÉ ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ A Œ B ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó B, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ B ÃÅÌÏ ÎÁÄ A (ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ËÏÌØÃÁ A).

ìÅÍÍÁ 1.5. åÓÌÉ A ⊂ B ⊂ C | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ËÏÌÅÃ, B ÃÅÌÏ ÎÁÄ A, É x ∈ C ÃÅÌ ÎÁÄ B, ÔÏ x ÃÅÌ ÎÁÄ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ x^n +b_1x^{n−1} +· · ·+b_n = 0, b_i ∈ B. ôÏÇÄÁ A[x; b_1; : : : ; b_n] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ A[b_1; : : : ; b_n]-ÍÏÄÕÌÅÍ, ÎÏ A[b_1; : : : ; b_n] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ (ÔÁË ËÁË b_i ÃÅÌÙ ÎÁÄ A). úÎÁÞÉÔ A[x; b_1; : : : ; b_n] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ x ÃÅÌ ÎÁÄ A.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.6. åÓÌÉ A ⊂ B ⊂ C | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ËÏÌÅÃ, É B ÃÅÌÏ ÎÁÄ A, ÔÏ ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ A Œ C ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÃÅÌÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ B Œ C.

åÓÌÉ ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ A Œ B ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó A, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ A ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏ Œ B. ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏ Œ ÓŒÏÅÍ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ F (A).

ìÅÍÍÁ 1.7. ãÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ A Œ B ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏ Œ B.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ x ∈ B ÃÅÌ ÎÁÄ ÃÅÌÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ —A ËÏÌØÃÁ A Œ B, ÔÏ x ÃÅÌ ÎÁÄ A, ÔÏ ÅÓÔØ x ∈ —A.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.8. ãÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A Œ ÐÏÌÅ ÅÇÏ ÞÁÓÔÎÙÈ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏ.

ìÅÍÍÁ 1.9. åÓÌÉ A ⊂ B| ÃÅÌÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÃÅÌÏÓÔÎÙÈ ËÏÌÅÃ, ÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ F (A) ⊂ F (B) | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ x ∈ B, ÔÏ x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_n = 0, ÔÏ x ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ F (A). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ y ∈ B, ÔÏ y^m + a^′_1y^{m−1} + · · · + a^′_m = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ a^′_my^{−m} + · · · + a^′_1y^{−1} + 1 = 0, ÚÎÁÞÉÔ y^{−1} ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ F (A). úÎÁÞÉÔ x=y ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ F (A), ÔÏ ÅÓÔØ F (A) ⊂ F (B) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ. 1

þÁÓÔØ 2. ëÏÎÅÞÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ

ìÅÍÍÁ 2.1. åÓÌÉ A ⊂ B | ÃÅÌÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÃÅÌÏÓÔÎÙÈ ËÏÌÅÃ, ÔÏ A | ÐÏÌÅ ⇐⇒ B | ÐÏÌÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ A | ÐÏÌÅ, x ∈ B É X^n+a_1X^{n−1}+· · ·+a_n | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1, ËÏÒÎÅÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ x, ÔÏ a_n ≠ 0, ÚÎÁÞÉÔ −a^{−1}_n (x^{n−1} +a_1x^{n−2}+· · ·+a_{n−1})x = 1, ÚÎÁÞÉÔ x | ÏÂÒÁÔÉÍ. åÓÌÉ ÖÅ B | ÐÏÌÅ, É x ∈ A, ÔÏ x^{−1} ∈ B, ÚÎÁÞÉÔ x^{−n} + a_1x^{1−n} + · · · + a_n = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ a_1; : : :; a_n ∈ A, ÚÎÁÞÉÔ x^{−1} = −a_1 − · · · − a_nx^{n−1} ∈ A.

çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ f : A → B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ, ÅÓÌÉ ËÏÌØÃÏ B ÃÅÌÏ ÎÁÄ f(A).

ìÅÍÍÁ 2.2. åÓÌÉ f : A → B | ÃÅÌÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, b ⊂ B | ÉÄÅÁÌ, É a = f^{−1}(b), ÔÏ A=a ⊂ B=b | ÃÅÌÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÏÄÎÉÍÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔ —x ∈ B=b ÄÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ B É ÎÁÊÄÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a_i ∈ A, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_n = 0. ôÏÇÄÁ —x^n + —a_1 —x^{n−1} + · · · + —a_n = 0.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.3. åÓÌÉ f : A → B | ÃÅÌÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ b ⊂ B ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ ⇐⇒ f^{−1}(b) ⊂ A ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ.

ìÅÍÍÁ 2.4. åÓÌÉ f : A → B | ÃÅÌÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, a ⊂ A | ÉÄÅÁÌ, É b = Bf(a) ⊂ B, ÔÏ A=a → B=b | ÃÅÌÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: B=b ÃÅÌÏ ÎÁÄ A=f^{−1}(b), Á A=f^{−1}(b) ÃÅÌÏ ÎÁÄ A=a, ÔÁË ËÁË a ⊂ f^{−1}(f(a)) ⊂ f^{−1}(Bf(a)) = f^{−1}(b). úÎÁÞÉÔ B=b ÃÅÌÏ ÎÁÄ A=a.

ìÅÍÍÁ 2.5. åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ k É ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÎÁÄ k, ÔÏ A ÉÍÅÅÔ ÌÉÝØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ x_1; : : : ; x_n ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ A ÎÁÄ k, É X ⊂ A^n | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÅ. ôÁË ËÁË ËÁÖÄÏÅ ÉÚ x_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ k, ÔÏ ËÁÖÄÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÔÏÞËÉ ÉÚ X ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ (ËÏÒÎÅÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ). ðÏ- ÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË Œ X ËÏÎÅÞÎÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ, ËÏÎÅÞÎÏ É ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ A.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.6. ðÕÓÔØ X, Y | ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ f^∗ : A_Y → A_X ÃÅÌÙÊ. ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Y ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ Œ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ f(x) = y, ÔÏ f^∗(m_y) ⊂ m_x, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ A_X , ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ f^∗(m_y). ïÄÎÁËÏ, ÑÓÎÏ ÞÔÏ ÜÔÉ ÉÄÅÁÌÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÂÉÅËÃÉÉ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ ËÏÌØÃÁ A_X =A_X f^∗(m_y), ËÏÔÏÒÏÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÃÅÌÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ A_Y =m_y.

íÏÒÆÉÚÍÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÃÅÌÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍ ËÏÌÅÃ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÎÅÞ- ÎÙÍÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ.

þÁÓÔØ 3. ôÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ

ðÕÓÔØ K=k | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ. îÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ { x_i }_{i∈I} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍ ÎÁÄ k, ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ k, ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÇÏÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÅ Œ ÎÅÇÏ x_i. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÅÓÌÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ k[X_i]_{i∈I} → K, X_i → x_i ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ.

ìÅÍÍÁ 3.1. åÓÌÉ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ { x_i }_{i∈I} ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍ ÎÁÄ k, ÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ k[X_i]_{i∈I} → K, X_i → x_i ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ k(X_i)_{i∈I} → K.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÏÌÅ k(X_i)_{i∈I} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ k[X_i]_{i∈I}, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÌÏÖÅÎÉÅ k[X_i]_{i∈I} → K ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ k(X_i)_{i∈I} → K.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2. îÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ { x_i }_{i∈I} ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÐÏÌÅ K ÎÁÄ k, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ k ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ x_i Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ k. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ K=k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x_1; : : : ; x_n ∈ K, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ K ÎÁÄ k. ìÅÍÍÁ 3.3. åÓÌÉ K=k ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ, ÔÏ Œ ÌÀÂÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ K ÎÁÄ k ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ { x_i }_{i∈I} , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K=k(x_i)_{i∈I} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ { x_j }_{j∈J} É ŒÙÂÅÒÅÍ Œ ÎÅÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ ÐÏÄÎÁÂÏÒ { x_i }_{i∈I} (I ⊂ J) (ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÎÁÄÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁÔØÓÑ ÌÅÍÍÏÊ ãÏÒÎÁ). ôÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ÉÚ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ x_j ÐÏÌÑ K ÎÁÄ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÁ ÎÁÄ k(x_i)_{i∈I} . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ K ÌÅÖÉÔ Œ ÐÏÄÐÏÌÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ËÏÎÅÞÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x_j ÎÁÄ k(x_i)_{i∈I} . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ K ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ ÎÁÄ k(x_i)_{i∈I} .

îÁÂÏÒ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÎÁÄ k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ { x_i }_{i∈I} , ÐÏÌÑ K ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K=k(x_i)_{i∈I} ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ K ÎÁÄ k.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.4. åÓÌÉ K ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÎÁÄ k, ÔÏ K ÏÂÌÁÄÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ. ôÅÏÒÅÍÁ 3.5. ìÀÂÙÅ ÄŒÁ ÂÁÚÉÓÁ ÔÒÁÎÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÄÏËÁÖÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ÂÁÚÉÓÏŒ ËÏÎÅÞÅÎ. ðÕÓÔØ { x_1; : : : ; x_m } | ÂÁÚÉÓ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁÂÏÒ { y_1; : : :; y_n } ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍ, ÔÏ n ⩽ m. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, y_1 ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ k(x_1; : : :; x_m), ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f_1, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f_1(y_1; x_1; : : : ; x_m) = 0. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x_i ŒÈÏÄÉÔ Œ f (ÉÎÁÞÅ y_1 ÂÙÌ ÂÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ k, ÞÔÏ ÐÒÏÔÅŒÏÒÅÞÉÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÎÁÂÏÒÁ { y_1; : : : ; y_n }). ðÅÒÅÎÕÍÅÒÏŒÁŒ x_i ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ x_1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, x_1 ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ k(y_1; x_2; : : :; x_m), Á ÚÎÁÞÉÔ K ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ ÎÁÄ k(y_1; x_2; : : :; x_m). äÁÌÅÅ, y_2 ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ k(y_1; x_2; : : : ; x_m), ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f_2, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f_2(y_1; y_2; x_2; : : : ; x_m) = 0. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x_i ŒÈÏÄÉÔ Œ f (ÉÎÁÞÅ y_1 É y_2 ÂÙÌÉ ÂÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁŒÉÓÉÍÙ). ðÅÒÅÎÕÍÅÒÏŒÁŒ x_i ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ x_2. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, x_2 ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ k(y_1; y_2; x_3; : : : ; x_m), Á ÚÎÁÞÉÔ K ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ ÎÁÄ k(y_1; y_2; x_3; : : :; x_m). åÓÌÉ n ¿ m ÔÏ ÐÏÄÏÂÎÙÍÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ, ÞÔÏ K ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ ÎÁÄ k(y_1; : : : ; y_m), ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÎÁÂÏÒÁ { y_1; : : :; y_n }.

íÏÝÎÏÓÔØ ÂÁÚÉÓÁ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ K ÎÁÄ k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁÄ k É ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ degtr K=k.

þÁÓÔØ 4. ìÅÍÍÁ îÅÔÅÒ Ï ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÉ

ôÅÏÒÅÍÁ 4.1. åÓÌÉ A | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ k-ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÎÁÄ k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ y_1; : : : ; y_r ∈ A, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ A ÃÅÌÏ ÎÁÄ k[y_1; : : :; y_r ].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÄÏËÁÖÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ k. œÙÂÅÒÅÍ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ x_1; : : : ; x_n ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁÄ k É ÄÏËÁÖÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n. åÓÌÉ x_1; : : : ; x_n ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉ- ÓÉÍÙ, ÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. éÎÁÞÅ, ÐÕÓÔØ f(x_1; : : : ; x_n) = 0. ðÕÓÔØ F (x_1; : : : ; x_n) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ É ÐÕÓÔØ F (˘_1; : : : ; ˘_n) ≠ 0. ðÅÒÅÎÕÍÅÒÏŒÁŒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ˘_n ≠ 0. ðÕÓÔØ x^′_i = x_i − ˘_i=˘_nx_n. ôÏÇÄÁ f(x_1; : : : ; x_n) = F (x_1; : : : ; x_n) + · · · = F (x^′_1 + ˘_1=˘_nx_n; : : : ; x^′_{n−1} + ˘_{n−1}=˘_nx_n; x_n) + · · · = F (˘_1=˘_n; : : : ; ˘_{n−1}=˘_n; 1)x^N_n + · · · = F (˘_1; : : : ; ˘_n)˘^{−N}_n x^N_n + : : : , ÐÏÜÔÏÍÕ x_n ÃÅÌ ÎÁÄ k[x^′_1; : : : ; x^′_{n−1}], ÔÏ ÅÓÔØ A ÃÅÌÏ ÎÁÄ k[x^′_1; : : : ; x^′_{n−1}]. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ ÎÁ- ÂÏÒ y_1; : : : ; y_r ∈ k[x^′_1; : : : ; x^′_{n−1}], ÔÁËÏÊ ÞÔÏ k[x^′_1; : : : ; x^′_{n−1}] ÃÅÌÏ ÎÁÄ k[y_1; : : : ; y_r]. îÏ ÔÏÇÄÁ É A ÃÅÌÏ ÎÁÄ k[y_1; : : :; y_r ].

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.2. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÁËÏŒ: ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÁÌ- ÇÅÂÒÅ A ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ⊂ A^n , ŒÙÂÉÒÁÅÍ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ f(x) = 0, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ X, É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÉÚ ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÜÔÏÊ ÇÉÅÐÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ.

ìÅÍÍÁ 4.3. åÓÌÉ A | ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ y_1; : : : ; y_r ∈ A ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÎÁÄ k É A ÃÅÌÏ ÎÁÄ k[y_1; : : : ; y_r], ÔÏ degtr F (A)=k = r.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: F (A) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ ÎÁÄ k(y_1; : : : ; y_r), Á degtr k(y_1; : : : ; y_r)=k = r, ÔÁË ËÁË y_1; : : : ; y_r ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÔÅÐÅÎØ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÑ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ: dim X = degtr A_X .