2 ëÕÒÓ, áÌÇÅÂÒÁ 3 27.10.2003

óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ

þÁÓÔØ 1. ëÏÌØÃÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ

ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ k-ÁÌÇÅÂÒÙ A (ÔÏ ÅÓÔØ g(a+b) = ga+gb, g(ab) = (ga)(gb) É g˘ =˘ ÄÌÑ ŒÓÅÈ g ∈ G, ˘ ∈ k). îÁÐÒÉÍÅÒ, A = k[x_1; : : : ; x_n], Á G = S_n ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ A ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

áÌÇÅÂÒÏÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A^G = { a ∈ A | ga = a ∀g ∈ G }. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ A^G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ Œ A. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ k ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ.

ìÅÍÍÁ 1.1. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ËÏÌÅÃ A^G ⊂ A ÃÅÌÏÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ a ∈ A ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) = ∏ g∈G(x − ga) ∈ A[x] ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ f(x) ∈ A^G[x]. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ f(x) ÒÁŒÅÎ 1, É f(a) = 0. úÎÁÞÉÔ a ÃÅÌ ÎÁÄ A^G.

ìÅÍÍÁ 1.2. åÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ A ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ, ÔÏ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ A^G-ÍÏÄÕÌÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ x_1; : : :; x_n ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ A ÎÁÄ k. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ x_i ÃÅÌÙÊ ÎÁÄ A^G, ÔÏ ÅÓÔØ x^{di}_i =

∑_{di −1} j=0 b_{ij}x^j_i , ÇÄÅ b_{ij} ∈ A^G. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÏÎÏÍÙ

∏_n i=1 x^{ki}_i , 0 ⩽ k_i ¡ d_i ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ A ËÁË A^G-ÍÏÄÕÌØ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.3. åÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ A ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ A^G ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ É ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ. ðÕÓÔØ a_1; : : : ; a_n ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ A ËÁË k-ÁÌÇÅÂÒÕ, Á e_1; : : : ; e_l | ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ A ËÁË A^G-ÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ 1 ⩽ i; j ⩽ n ÉÍÅÅÍ

a_i = l∑ k=1 ˘_{ik}e_k; e_ie_j = l∑ k=1 ¯_{ijk}e_k; ˘_{ik}; ¯_{ijk} ∈ A^G:

ðÕÓÔØ B ⊂ A^G | ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÎÁÄ k ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ˘_{ik}; ¯_{ijk}. ôÏÇÄÁ B ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ, ÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ ÎÅÔÅÒÏŒÁ. éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ a_i, ÎÏ É ŒÓÅ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑ- ÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ e_i Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ B, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ e_1; : : :; e_l ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ A ËÁË B-ÍÏÄÕÌØ. úÎÁÞÉÔ A | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ B-ÍÏÄÕÌØ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ A^G | ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ B-ÍÏÄÕÌØ, ÔÁË ËÁË A^G ⊂ A, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ A^G | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ B-ÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ A^G | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ k-ÁÌÇÅÂÒÁ.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÎÅÔÅÒÏŒÁ, ÅÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ A ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ, Á ÇÒÕÐÐÁ G ËÏÎÅÞÎÁ. íÏÖÎÏ ÏÄÎÁËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÎÅÔÅÒÏŒÁ É Œ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ. œÓÑËÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ I ⊂ A^G ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÉÄÅÁÌ AI ⊂ A, Á ÉÄÅÁÌÕ J ⊂ A ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÉÄÅÁÌ J ∩ A^G ⊂ A^G.

ìÅÍÍÁ 1.4. åÓÌÉ ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐÙ G ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó char k, ÔÏ I = AI ∩ A^G.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÌÏÖÅÎÉÅ I ⊂ AI ∩ A^G ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÄÅÁÌÁ AI ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ a = ∑ a_ki_k, ÇÄÅ a_k ∈ A, i_k ∈ I. ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÎÅÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ^1_{|G|} ∑ g∈G ga = ∑ (^1_{|G|} ∑ g∈G ga_k)i_k, ÔÁË ËÁË i_k ∈ I ⊂ A^G. ôÅÐÅÒØ, ÅÓÌÉ a ∈ AI ∩ A^G, ÔÏ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÎÁ a, Á ÐÒÁŒÁÑ ÌÅÖÉÔ Œ A^GI = I, ÐÏÜÔÏÍÕ a ∈ I É AI ∩ A^G = I.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.5. œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÌÅÍÍÙ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÓØ ÎÅ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÇÒÕÐÐÙ G, Á ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÏÌÎÏÊ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k (ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ | ÜÔÏ G-ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ). çÒÕÐÐÁ, ÌÀÂÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÄÕËÔÉŒÎÏÊ (ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï ŒÚÁÉÍ- ÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÐÏÌÑ É ÐÏÒÑÄËÁ ÇÒÕÐÐÙ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï ÒÅÄÕËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÇÒÕÐÐÙ G.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.6. åÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÎÅÔÅÒÏŒÁ, Á ÇÒÕÐÐÁ G ÒÅÄÕËÔÉŒÎÁ, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ A^G ÎÅÔÅÒÏŒÁ. 1

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ I_1 ⊂ I_2 ⊂ · · · ⊂ A^G | ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ A^G. ôÏÇÄÁ AI_1 ⊂ AI_2 ⊂ · · · ⊂ A | ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ A. éÚ ÎÅÔÅÒÏŒÏÓÔÉ A ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ AI_{k+1} = AI_k ÐÒÉ k ≫ 0. îÏ ÔÏÇÄÁ I_{k+1} = AI_{k+1} ∩ A^G = AI_k ∩ A^G = I_k, ÚÎÁÞÉÔ A^G ÎÅÔÅÒÏŒÏ.

éÚÕÞÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ËÏÌØÃÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ. ðÕÓÔØ A = A_X | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏ- ÏÀÒÁÚÉÑ X ⊂ A^m . îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ë ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ŒÐÏÌÎÅ ÓÔÒÏÇÉÊ (Ô.Å. ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ A ÚÁÄÁÅÔ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ X. äÁÌÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ A^G ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ É ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Y ⊂ A^n , Á ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒ A^G → A ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ X → Y . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÔÏÞËÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ m ⊂ A ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÔÏÞËÕ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ m ∩ A^G ⊂ A^G.

ìÅÍÍÁ 1.7. ðÕÓÔØ m_0 ⊂ A^G | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ. œÓÑËÉÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ p ⊂ A, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ p ∩ A^G = m_0 ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ, Á ÇÒÕÐÐÁ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÔÁËÉÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ m; p ⊂ A | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ É ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌÙ, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ m ∩ A^G = p ∩ A^G = m_0 É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ∀g ∈ G ÉÍÅÅÍ m ⊄ gp (Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ m ⊂ gp ŒÌÅÞÅÔ m = gp ÔÁË ËÁË m ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ËÁË ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔØ ÉÄÅÁÌÁ p, ÔÁË É ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G). ôÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÊ ÎÉÖÅ ÌÅÍÍÅ ÉÍÅÅÍ m ⊄ ⋃ g∈G gp. œÙÂÅÒÅÍ a ∈ m, ÔÁË ÞÔÏ a ∉ gp ÐÒÉ ŒÓÅÈ g ∈ G É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ b = ∏ g∈G ga. ñÓÎÏ, ÞÔÏ b ∈ A^G. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, a ∈ m, ÚÎÁÞÉÔ b ∈ m, ÚÎÁÞÉÔ b ∈ m∩A^G = m_0. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÉ ŒÓÅÈ g ∈ G ÉÍÅÅÍ ga ∉ p (ÉÎÁÞÅ a ∈ g^{−1}p), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ b ∉ p Œ ÓÉÌÕ ÐÒÏÓÔÏÔÙ p, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ b ∈ m_0 = p ∩ A^G.

ìÅÍÍÁ 1.8. åÓÌÉ a | ÉÄÅÁÌ, p_1; : : : ; p_n | ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ É a ⊄ p_i ÄÌÑ ŒÓÅÈ i, ÔÏ a ⊄

⋃_n i=1 p_i.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n. óÌÕÞÁÊ n = 1 ÏÞÅŒÉÄÅÎ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÄÌÑ n − 1. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ j ÉÍÅÅÍ a ⊄ ⋃ i≠j pi. œÙÂÅÒÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ xj ∈ a, xj ∉ ⋃ i≠j pi, ÔÏ ÅÓÔØ

x_j ∉ p_i ÐÒÉ i ≠ j. åÓÌÉ ÐÒÉ ËÁËÏÍ-ÔÏ j ÉÍÅÅÍ x_j ∉ p_j, ÔÏ x_j ∈ a É x_j ∉

⋃_n

i=1 p_i, É ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

éÎÁÞÅ ÉÍÅÅÍ x_j ∈ p_j ÐÒÉ ŒÓÅÈ j. ðÏÌÏÖÉÍ x =

∑_n j=1 ∏ i≠j xi. ôÏÇÄÁ x ∈ a, ÎÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ∏ i≠j xi

ÌÅÖÉÔ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ p_i ÐÒÉ i ≠ j É ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ p_j (ÔÁË ËÁË p_j | ÐÒÏÓÔÏÊ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ x ∉

⋃_n j=1 p_j É ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.9. åÓÌÉ A = A_X , ÇÄÅ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ A^G = A_Y , ÇÄÅ Y | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ŒÌÏÖÅÎÉÅ A^G → A ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X → Y , ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÏÒÂÉÔ ÄÅÊÓÔŒÉÑ G ÎÁ X É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÔÏÞÅË Y .

éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÐÏ ÄÅÊÓÔŒÉÀ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ X==G.

þÁÓÔØ 2. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ S_n ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ A^n ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ëÏÏÒÄÉÎÁÔ- ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ k[x_1; : : : ; x_n], ÐÏÜÔÏÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÆÁËÔÏÒÁ A^n ==S_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ

k[x_1; : : : ; x_n]^{Sn} := { f(x_1; : : : ; x_n) | f(x_1; : : : ; x_n) = f(x_{œ(1)}; : : : ; x_{œ(n)}) ∀œ ∈ S_n }: üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÞÌÅÎÙ

s_1 = x_1 + · · · + x_n; : : : s_k = ∑ 1⩽i_1¡···¡i_k⩽n

x_{i1} · · · · · x_{ik} ; : : : s_n = x_1 · · · · · x_n:

ìÅÍÍÁ 2.1. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÁÌÇÅÂÒÕ k[x_1; : : : ; x_n]^{Sn} .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅ- ÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÈ. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n É d. ïÓÎÏŒÁÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ (d = 1) ÏÞÅŒÉÄÎÏ | ŒÓÑËÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ 1 ÒÁŒÅÎ ˘s_1, ˘ ∈ k. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f(x_1; : : :; x_n) | ÏÄ- ÎÏÒÏÄÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ d. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ x_n = 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1; : : : ; x_{n−1}, ÐÏÜÔÏÍÕ, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g(y_1; : : : ; y_{n−1}), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f(x_1; : : :; x_{n−1}; 0) = g(s_1(x_1; : : : ; x_{n−1}; 0); : : : ; s_{n−1}(x_1; : : : ; x_{n−1}; 0)). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚ- ÎÏÓÔØ f^′(x_1; : : :; x_n) = f(x_1; : : : ; x_n) − g(s_1(x_1; : : : ; x_n); : : : ; s_{n−1}(x_1; : : : ; x_n)). ñÓÎÏ, ÞÔÏ f^′(x_1; : : : ; x_{n−1}; 0) = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ f^′ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ x_n. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, f^′ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ f^′ ÔÁËÖÅ ÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ x_i, 1 ⩽ i ⩽ n. îÏ ŒÓÅ x_i ÐÏÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ f^′ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ s_n = x_1 · · · · · x_n, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ f = g(s_1; : : :; s_{n−1})+s_nf^{′′}, ÐÒÉÞÅÍ f^{′′} | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÅÝÅ ÒÁÚ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

ìÅÍÍÁ 2.2. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÎÁÄ k.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ deg^′ y^{k1}_1 · : : : · y^{kn}_n = ∑ ik_i. ôÏÇÄÁ deg f(s_1; : : :; s_n) = deg^′ f(y_1; : : : ; y_n), ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ deg^′) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(y_1; : : : ; y_n) ≠ 0, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ f(s_1; : : : ; s_n) = 0. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n É d = deg^′ f. ïÓÎÏŒÁÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ (d = 1) ÏÞÅŒÉÄÎÏ | ÅÓÌÉ deg^′ f(y_1; : : : ; y_n) = 1, ÔÏ f(y_1; : : : ; y_n) = ˘y_1 É f(s_1; : : : ; s_n) = ˘s_1. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ deg^′ f(y_1; : : : ; y_n) = d, É f(s_1; : : :; s_n) = 0. ðÏÌÏÖÉÍ g(y_1; : : : ; y_{n−1}) = f(y_1; : : :; y_{n−1}; 0). ôÏÇÄÁ g(s_1(x_1; : : : ; x_{n−1}); : : : ; s_{n−1}(x_1; : : : ; x_{n−1})) = f((x_1; : : : ; x_{n−1}; 0); : : :; s_n(x_1; : : : ; x_{n−1}; 0)) = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÐÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ g = 0. úÎÁÞÉÔ, f ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ y_n, ÔÏ ÅÓÔØ f = y_nf^′. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, s_nf^′(s_1; : : :; s_n) = 0 É Œ ÓÉÌÕ ÃÅÌÏÓÎÏÓÔÉ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f^′(s_1; : : : ; s_n) = 0. îÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f^′ ÍÅÎØÛÅ d, ÚÎÁÞÉÔ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ f^′ = 0, ÔÏ ÅÓÔØ f = 0.

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.3. áÌÇÅÂÒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ k[y_1; : : :; y_n] → k[x_1; : : : ; x_n]^{Sn} , y_i → s_i(x_1; : : : ; x_n) ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ ÐÏ ÐÅÒŒÏÊ ÌÅÍÍÅ É ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ÐÏ ŒÔÏÒÏÊ. óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.4. éÍÅÅÍ A^n ==S_n ∼= A^n .

þÁÓÔØ 3. äÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ É ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ

ðÕÓÔØ f(x) = a_0x^n+a_1x^{n−1}+· · ·+a_m, g(x) = b_0x^n+b_1x^{n−1}+· · ·+b_n | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÏÌÅ k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ R ÒÁÚÍÅÒÁ (m + n) × (m + n) É ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ R(f; g) = det R. ñÓÎÏ, ÞÔÏ R(f; g) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ a_i, b_j Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÁÍÉ Œ Z. ïÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÏÍ ÍÎÏÇÞÌÅÎÏŒ f(x) É g(x). R =

a_0 a_1 ::: a_m

a_0 a_1 ::: a_m .. . .. . .. . a_0 a_1 ::: a_m b_0 b_1 ::: ::: b_n b_0 b_1 ::: ::: b_n .. . .. . .. . b_0 b_1 ::: ::: b_m

ìÅÍÍÁ 3.1. îÁÊÄÕÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Œ; ∈ Z[a_0; : : :; a_m; b_0; : : : ; b_n; x], ÔÁËÉÅ ÞÔÏ Œ · f + · g = R(f; g).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ R ËÁË ÍÁÔÒÉÃÕ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ËÏÌØÃÅ Z[a_0; : : : ; a_m; b_0; : : : ; b_n; x], ÐÒÉÂÁŒÉÍ Ë ÐÏÓÌÅÄÎÅÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ ÐÅÒŒÙÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ x^{m+n−1}, ŒÔÏÒÏÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ x^{m+n−2}, : : : , ÐÒÅÄÐÏÓÌÅÄÎÉÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ x, É ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ. óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.2. åÓÌÉ f É g ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ Œ k, ÔÏ R(f; g) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÏÄÓÔÁŒÉÍ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ f É g ŒÍÅÓÔÏ x Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ · f + · g = R(f; g). ìÅÍÍÁ 3.3. åÓÌÉ f(x) = a_0(x−ff_1)·· · ··(x−ff_m), g(x) = b_0(x−fi_1)·· · ··(x−fi_n), ÔÏ R(f; g) = a^n_0 b^m_0

∏_n

i;j=1(ffi−fij ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÒÁÚÄÅÌÉŒ ÐÅÒŒÙÅ n ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ R ÎÁ a_0, Á ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ m ÓÔÒÏË | ÎÁ b_0 ÍÙ ÓŒÏÄÉ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ Ë ÓÌÕÞÁÀ a_0 = b_0 = 1. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÁË ÌÅŒÁÑ, ÔÁË É ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ ff_i; fi_j Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ Q, ÐÒÉÞÅÍ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÐÒÁŒÕÀ, ÔÁË ËÁË ÐÒÉ ff_i = fi_j ÉÍÅÅÍ R(f; g) = 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ mn, ÐÏÜÔÏÍÕ ÞÁÓÔÎÏÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ. îÁËÏÎÅÃ, ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÒÁŒÎÁ 1, ÔÁË ËÁË ÞÌÅÎ b^m_n = ((−1)^m ∏ i fi_i)^n ŒÈÏÄÉÔ Œ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.4. òÅÚÕÌØÔÁÎÔ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÏÌØ ⇐⇒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ.

äÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÏÍ ÍÎÏÇÞÌÅÎÁ f(x) = a_0(x − ff_1) : : : (x − ff_m) ÎÁÚÙŒÅÔÓÑ D(f) = a^{2n−2}_0 ∏ i≠j(ffi − ffj). ñÓÎÏ, ÞÔÏ

ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ ff_1; : : : ; ff_n, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ D(f) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. äÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÏÌØ ⇐⇒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ.