2 ëÕÒÓ, áÌÇÅÂÒÁ 3 03.11.2003

ðÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ

þÁÓÔØ 1. ðÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ ÍÏÄÕÌÉ

ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÌÅŒÙÅ A-ÍÏÄÕÌÉ É ÌÅŒÙÅ ÉÄÅÁÌÙ (ÅÓÌÉ ÎÅ ÏÇÏŒÏÒÅÎÏ ÉÎÏÅ), ÈÏÔÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÌÅÇËÏ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÁŒÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ É ÐÒÁŒÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. A-ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ, ËÒÏÍÅ 0 É M .

ðÒÉÍÅÒÙ 1.2. 1. åÓÌÉ A | ÔÅÌÏ, ÔÏ ÍÏÄÕÌØ M ÐÒÏÓÔ ⇐⇒ dim_A M = 1;

2. ÅÓÌÉ A = End_k(V ), ÔÏ V | ÐÒÏÓÔÏÊ A-ÍÏÄÕÌØ;

3. ÅÓÌÉ A = k[G] | ÇÒÕÐÐÏŒÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, Á M | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ÔÏ M | ÐÒÏÓÔ ⇐⇒ M | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ.

ìÅÍÍÁ 1.3. åÓÌÉ f : M → N | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÏÓÔÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÔÏ ÌÉÂÏ f = 0, ÌÉÂÏ f | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ f | ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ Œ M É N , ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ f ≠ 0, ÔÏ Ker f = 0, Im f = N , ÔÏ ÅÓÔØ f | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.4. åÓÌÉ M | ÐÒÏÓÔÏÊ A-ÍÏÄÕÌØ, ÔÏ End_A(M ) | ÔÅÌÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.5. A-ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ M^′ ⊂ M ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ M^{′′} ⊂ M , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ M = M^′ ⊕ M^{′′}.

ðÒÉÍÅÒÙ 1.6. 1. åÓÌÉ A | ÔÅÌÏ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ A-ÍÏÄÕÌØ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ;

2. ÅÓÌÉ A = End_k(V ), ÔÏ V | ÐÒÏÓÔÏÊ A-ÍÏÄÕÌØ;

3. ÅÓÌÉ G ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ É char k = 0 (ÔÏ ÅÓÔØ G ÒÅÄÕËÔÉŒÎÁ), ÔÏ ÌÀÂÏÊ k[G]-ÍÏÄÕÌØ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ.

ìÅÍÍÁ 1.7. ðÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ M = ⊕_{i∈I} M_i, M_i | ÐÒÏÓÔÙÅ, É M^′ ⊂ M . ðÕÓÔØ I_0 ⊂ I | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ (⊕_{i∈I0} M_i)∩M^′ = 0 (ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÌÅÍÍÏÊ ãÏÒÎÁ). ðÏÌÏÖÉÍ M^{′′} = ⊕_{i∈I0} M_i É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ M = M^′ ⊕ M^{′′}. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, M^′ ∩ M^{′′} = 0 ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÀ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, M_i ∩ (M^′ ⊕ M^{′′}) | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Œ M_i. åÓÌÉ ÏÎ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏ (M^{′′} ⊕ M_i) ∩ M^′ = 0, ÚÎÁÞÉÔ I_0 ÎÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ. úÎÁÞÉÔ ÏÎ ÒÁŒÅÎ M_i, ÚÎÁÞÉÔ M_i ⊂ M^′ ⊕ M^{′′}, ÚÎÁÞÉÔ M = ⊕_{i∈I} M_i ⊂ M^′ ⊕ M^{′′}, ÔÏ ÅÓÔØ M^′ ⊕ M^{′′} = M .

ìÅÍÍÁ 1.8. ðÏÄÍÏÄÕÌØ É ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌØ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ N ⊂ M , M | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ É N^′ ⊂ N . ôÁË ËÁË M ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ M^{′′} ⊂ M , ÔÁË ÞÔÏ M = N^′ ⊕ M^{′′}. ôÏÇÄÁ N = N^′ ⊕ (N ∩ M^{′′}), ÚÎÁÞÉÔ N ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÕÓÔØ f : M → N | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, É N^′ ⊂ N . ôÏÇÄÁ f^{−1}(N^′) ⊂ M É ÎÁÊÄÅÔÓÑ M^{′′} ⊂ M , ÔÁË ÞÔÏ M = f^{−1}(N^′) ⊕ M^{′′}. ôÏÇÄÁ N = N^′ ⊕ f(M^{′′}), ÚÎÁÞÉÔ N ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ.

ìÅÍÍÁ 1.9. œÓÑËÉÊ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÍÏÄÕÌØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Am ⊂ M . ñÓÎÏ, ÞÔÏ Am ∼= A=I, ÇÄÅ I ⊂ A | ÉÄÅÁÌ. œÙÂÅÒÅÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m ⊂ A, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ I ⊂ m. ñÓÎÏ, ÞÔÏ m=I ⊂ A=I | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ, ÎÏ A=I ⊂ M , ÐÏÜÔÏÍÕ A=I ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ, ÚÎÁÞÉÔ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ M^′ ⊂ A=I, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ A=I = m=I ⊕ M^′. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ M^′ | ÐÒÏÓÔÏÊ ÍÏÄÕÌØ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ M^{′′} ⊂ M^′, ÔÏ m=I ⊕ M^{′′} ⊂ A=I, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ m ŒÌÅÞÅÔ ÌÉÂÏ M^{′′} = 0, ÌÉÂÏ M^{′′} = M .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.10. õÓÌÏŒÉÅ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÔÙ ÚÄÅÓØ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ A = k[x], M = A, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Œ M ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ A (Ô.Ë. A | ÏÂÌÁÓÔØ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ.

1

ôÅÏÒÅÍÁ 1.11. íÏÄÕÌØ M ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ ⇐⇒ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ⇐=) ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÄÏËÁÖÅÍ =⇒). éÄÅÑ ÔÁËÁÑ: ŒÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ M_1 ⊂ M , ÏÔÝÅÐÉÍ ÅÇÏ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ M = M_1 ⊕ M^′, ŒÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ M_2 ⊂ M^′, ÏÔÝÅÐÉÍ ÅÇÏ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ M^′ = M_2 ⊕ M^{′′}, É Ô.Ä. æÏÒÍÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÔÁË: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ Œ M , ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÐÒÑÍÙÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ ÐÒÏÓÔÙÈ, É ŒŒÅÄÅÍ ÎÁ ÎÅÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ, ÐÏÌÏÖÉŒ M^′ ¡ M^{′′}, ÅÓÌÉ M^{′′} = M^′ ⊕ (⊕M_i), ÇÄÅ ŒÓÅ M_i ÐÒÏÓÔÙÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ | ÉÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ, Œ ÓÕÍÍÕ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ M^′ ⊂ M , ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÐÒÏ- ÓÔÙÈ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ M^′ = M . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ M^{′′} ⊂ M , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ M = M^′ ⊕ M^{′′}. ôÁË ËÁË M^{′′} ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ, ÔÏ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ M^{′′′} ⊂ M^{′′} É ÍÏÄÕÌØ M^′ ⊕ M^{′′′} ⊂ M ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ M^′.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.12. ðÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁ.

þÁÓÔØ 2. ðÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ ËÏÌØÃÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. ëÏÌØÃÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÉÊ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ.

ðÒÉÍÅÒÙ 2.2. 1. ôÅÌÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍ ËÏÌØÃÏÍ;

2. ËÏÌØÃÏ ÍÁÔÒÉÃ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÏÌÅ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏ; 3. ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÌÅÃ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏ.

ìÅÍÍÁ 2.3. ìÀÂÏÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÌÀÂÏÊ ÍÏÄÕÌØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁÔÏÒÏÍ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ.

ðÕÓÔØ A ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÅ ËÏÌØÃÏ. ëÁÖÄÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ ËÏÌØÃÅ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ A-ÍÏÄÕÌÅÍ. ïÂÒÁÔÎÏ, ŒÓÑËÉÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Œ A-ÍÏÄÕÌÅ A | ÜÔÏ ÉÄÅÁÌ. éÄÅÁÌ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ A ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

ìÅÍÍÁ 2.4. åÓÌÉ L | ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ, Á M | ÐÒÏÓÔÏÊ ÍÏÄÕÌØ, ÔÏ ÌÉÂÏ M ∼= L, ÌÉÂÏ LM = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌÓÔŒÏ: ÔÁË ËÁË L ÉÄÅÁÌ, ÔÏ LM ÅÓÔØ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Œ M , ÐÏÜÔÏÍÕ ÌÉÂÏ LM = 0, ÌÉÂÏ LM = M . åÓÌÉ LM = M , ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ m ∈ M , ÔÁË ÞÔÏ Lm ≠ 0, ÎÏ Lm | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Œ M , ÐÏÜÔÏÍÕ Lm = M . úÎÁÞÉÔ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ L → M . åÇÏ ÑÄÒÏ ÅÓÔØ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Œ L, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ L ∼= M .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.5. œÓÑËÉÊ ÐÒÏÓÔÏÊ A-ÍÏÄÕÌØ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ M ≁= L ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ L Œ A, ÔÏ M = AM = (⊕L)M = ⊕LM = 0.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.6. åÓÌÉ L, L^′ | ÉÄÅÁÌÙ Œ A, ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ËÁË A-ÍÏÄÕÌÉ, ÔÏ LL^′ = 0.

ðÕÓÔØ L_i | ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÒÁÚÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÒÏÓÔÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ, É A_i | ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ A, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ L_i.

ìÅÍÍÁ 2.7. éÍÅÅÍ A = ⊕A_i.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÒÁÚÌÏÖÉÍ A Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A^′_i ÓÕÍÍÕ ÔÅÈ ÉÚ ÎÉÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÉÄÅÁÌÕ L_i. ôÏÇÄÁ A = ⊕A^′_i. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Hom_A(L_i; A^′_j) = 0 ÐÒÉ i ≠ j, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑËÉÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ ÉÄÅÁÌÕ L_i ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ A^′_i = Ker(A → ⊕_{j≠i}A^′_j). úÎÁÞÉÔ A^′_i = A_i É A = ⊕A_i.

ìÅÍÍÁ 2.8. éÍÅÅÍ A_iA_j = 0 ÐÒÉ i ≠ j É A_iA_i = A_i.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: A_iA_j = (⊕L_{is})(⊕L_{jt}) = ⊕L_{is}L_{jt} = 0 ÐÒÉ i ≠ j, Á A_iA_i = (⊕A_j )A_i = AA_i = A_i.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.9. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ËÏÎÅÞÎÏ, ËÁÖÄÙÊ ÉÄÅÁÌ A_i ÄŒÕÓÔÏÒÏÎ- ÎÉÊ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ, É A = ∏ A_i. œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÌÅÃ A_i ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÅÄÉÎÉÃÕ ËÏÌØÃÁ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ A = ⊕A_i: 1 = ∑ e_i, ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ e_ie_j = 0 ÐÒÉ i ≠ j, ÐÏÜÔÏÍÕ ∑ e_i = 1 = 1 · 1 = ( ∑ e_i)( ∑ e_i) = ∑ e^2_i , ÚÎÁÞÉÔ e^2_i = e_i. îÁËÏÎÅÃ, A_i = 1A_i = ( ∑ e_j )A_i = e_iA_i = e_iA, ÐÏÜÔÏÍÕ A_i ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁŒÙÍ (Á ÚÎÁÞÉÔ É ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÍ) ÉÄÅÁÌÏÍ, É ËÏÌØÃÏÍ (ÅÄÉÎÉÃÁ | ÜÔÏ e_i). ôÁË ËÁË e_i | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÙ, ÔÏ A ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÌÅÃ A_i. îÁËÏÎÅÃ, ËÁÖÄÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ A_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ŒÓÅ ÏÎÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ËÁË A-ÍÏÄÕÌÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ É ËÁË A_i-ÍÏÄÕÌÉ.

þÁÓÔØ 3. ðÒÏÓÔÙÅ ËÏÌØÃÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. ðÏÌÕÐÒÏÓÔÏÅ ËÏÌØÃÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅÍ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. ìÅÍÍÁ 3.2. ðÒÏÓÔÏÅ ËÏÌØÃÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÌÏŒ L; L^′ ⊂ A ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ A, ÔÁË ÞÔÏ La = L^′.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÒÁÚÌÏÖÉÍ A Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÙÈ ÌÅŒÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ A = ⊕L_i, É ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÅÄÉÎÉÃÕ 1 = ∑ e_i. œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, A = A · 1 = A( ∑ e_i) ⊂ ⊕_{ei≠0}L_i, ÐÏÜÔÏÍÕ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ L_i ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ L, L^′ | ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ, É f : L → L^′ | ÉÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÁË A-ÍÏÄÕÌÅÊ, Á ß : A → L, i : L^′ → A | ÐÒÏÅËÃÉÑ É ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÔÏ i∘f ∘ß | ÜÄÏÍÏÒÆÉÚÍ A, Á ŒÓÑËÉÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ A | ÜÔÏ ÐÒÁŒÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÅÔÓÑ a ∈ A, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ L^′ = (i∘f ∘ß)(L) = La. îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ I ⊂ A | ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÔÏ A = I ⊕ M , ŒÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ L ⊂ I, L^′ ⊂ M É ÎÁÊÄÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ A, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ La = L^′. ôÏÇÄÁ Ia ⊄ I, ÐÏÜÔÏÍÕ I ÎÅ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ. ôÅÏÒÅÍÁ 3.3. ðÕÓÔØ D = End_A(L) | ÔÅÌÏ ÜÎÄÏÍÏÒÆÚÍÏŒ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ. ôÏÇÄÁ L | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ D-ÍÏÄÕÌØ É A ∼= End_D(L).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÄÅÊÓÔŒÉÅ ŒÓÑËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ A ÎÁ L ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ŒÓÑËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ D, ÐÏ- ÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ˘ : A → End_D(L). åÇÏ ÑÄÒÏ | ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÜÔÏÍÕ Ker ˘ = 0 (Ker ˘ ≠ A, ÔÁË ËÁË 1 ∉ Ker ˘), ÚÎÁÞÉÔ ˘ | ŒÌÏÖÅÎÉÅ. îÁËÏÎÅÃ, LA ⊂ A | ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÜÔÏÍÕ LA = A, Á ˘(L) ⊂ End_D(L) | ÉÄÅÁÌ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁ f ∈ End_D(L) É l; x ∈ L ÉÍÅÅÍ (f ∘ ˘(l))(x) = f(lx) = f(l)x = ˘(f(l))(x). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, End_D(L) = End_D (L)˘(A) = End_D (L)˘(LA) = End_D(L)˘(L)˘(A) = ˘(L)˘(A) = ˘(LA) = ˘(A), ÐÏÜÔÏÍÕ ˘ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ L ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ D-ÍÏÄÕÌÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ L ÉÍÅÌ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÒÁÎÇ ÎÁÄ D, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ A ∼= End_D(L) ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÌÁÓØ ÂÙ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÄÏËÁ- ÚÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ.

ìÅÍÍÁ 3.4. åÓÌÉ L | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ D-ÍÏÄÕÌØ, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ A = End_D(L) ÐÒÏÓÔÁ É D = End_A(L).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÔÁË ËÁË L ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ D-ÍÏÄÕÌÅÍ, É ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ L ÄÏÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ A = End_D(L) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÏÜÔÏÍÕ L ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ. äÁÌÅÅ, ŒÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ (v_1; : : :; v_n) ÍÏÄÕÌÑ L ÎÁÄ D. ôÏÇÄÁ A = ⊕^n_{i=1}L_i, ÇÄÅ L_i ⊂ End_D(L) | ÜÎÄÏÍÏÒÆÚÍÙ, ÚÁÎÕÌÑÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ŒÓÅÈ v_j ÐÒÉ j ≠ i. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f → f(v_i) ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÄÕÌÑ L_i Ó L. îÁËÏÎÅÃ, ÐÕÓÔØ Œ ∈ End_A(L). ëÏÍÍÕÔÉÒÕÑ ÅÇÏ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ E_{ij} ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ Œ ÅÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ D.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.5. åÓÌÉ A | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, ÔÏ A ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÔÅÌÁÍÉ ÎÁÄ k.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.6. åÓÌÉ A | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, ÔÏ A ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÍÉ ÐÏÌÑ k.

ìÅÍÍÁ 3.7. åÓÌÉ ÐÏÌÅ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, Á D | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÔÅÌÏ ÎÁÄ k, ÔÏ D = k.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ D ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ k.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.8. åÓÌÉ A | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ, ÔÏ A ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.