úÁÄÁÞÉ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ Ë 29 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 2003 Ç.

1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) a ∩ (b + c) = a ∩ b + a ∩ c, ÅÓÌÉ a ⊃ b ÉÌÉ a ⊃ c (ÍÏÄÕÌÑÒÎÏÓÔØ); b) (a + b)(a ∩ b) ⊂ ab;

c) a ∩ b = ab, ÅÓÌÉ a + b = A.

2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a_i + a_j = A ÄÌÑ ŒÓÅÈ 1 ⩽ i ¡ j ⩽ n, ÔÏ A=

⋂_n i=1 a_i ∼=

∏_n i=1(A=a_i).

3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ÅÓÌÉ p_1; : : : ; p_n | ÐÒÏÓÔÙÅ É a ⊂

⋃_n

i=1 p_i, ÔÏ a ⊂ p_i ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i; b) ÅÓÌÉ p | ÐÒÏÓÔÏÊ É

⋂_n

i=1 a_i ⊂ p, ÔÏ a_i ⊂ p ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i; c) ÅÓÌÉ p | ÐÒÏÓÔÏÊ É

⋂_n i=1 a_i = p, ÔÏ a_i = p ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i.

4. þÁÓÔÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏŒ a É b ÎÁÚÙŒÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌ (a : b) = { x ∈ A | xb ⊂ a }. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) a ⊂ (a : b); b) (a : b)b ⊂ a; c) ((a : b) : c) = (a : bc) = ((a : c) : b); d) ( ⋂ a_i : b) = ⋂ (a_i : b); e) (a : ∑ b_i) = ⋂ (a : b_i).

5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) r(ab) = r(a ∩ b) = r(a) ∩ r(b); b) r(a) = A ⇐⇒ a = A; c) r(a + b) = r(r(a) + r(b)); d) r(p^n) = p.

6. áÎÎÕÌÑÔÏÒÏÍ ÉÄÅÁÌÁ a ÎÁÚÙŒÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌ Ann(a) := (0 : a) = { x ∈ A | xa = 0 }. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ a) ⋃ x≠0 Ann((x)); b) ⋃ x≠0 r(Ann((x))).

7. œÙÞÉÓÌÉÔÅ Œ ËÏÌØÃÅ ZÓÕÍÍÕ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ÞÁÓÔÎÏÅ É ÒÁÄÉËÁÌ ÉÄÅÁÌÏŒ.

8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÜÌÅÍÅÎÔÙ.

9. òÁÄÉËÁÌÏÍ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ R ËÏÌØÃÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) x ∈ R ⇐⇒ 1 − xy ÏÂÒÁÔÉÍ ÐÒÉ ŒÓÅÈ y ∈ A; b) N ⊂ R.

10. ðÕÓÔØ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ÎÁ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ X, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄ- ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ);

b) X | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ ⇐⇒ ŒÓÑËÏÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ X ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ; c) ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ.

11. óÐÅËÔÒÏÍ ËÏÌØÃÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Spec A, ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ Œ A, Á ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ V (a) = { p ⊂ A | a ⊂ p }. a) îÁÒÉÓÕÊÔÅ Spec Z, Spec R, Spec C [x], Spec Z[x].

ðÕÓÔØ p_x| ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ A, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÔÏÞËÅ x ∈ Spec A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ b) ÔÏÞËÁ x ∈ Spec A ÚÁÍËÎÕÔÁ ⇐⇒ ÉÄÅÁÌ p_x ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ; c) —{ x } = V (p_x);

d) y ∈ —{ x } ⇐⇒ p_x ⊂ p_y.

12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_f = Spec A \ V ((f)) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ; b) U_f ∩ U_g = U_{fg} ;

c) U_f = ∅ ⇐⇒ f | ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔ; d) U_f = Spec A ⇐⇒ f ÏÂÒÁÔÉÍ; e) U_f = U_g ⇐⇒ r((f)) = r((g)).

13. ðÕÓÔØ Œ : A → B | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ. ðÕÓÔØ Œ^∗ : Spec B → Spec A, q → Œ^{−1}(q). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) Œ^{∗−1}(U_f ) = U_{Œ(f)}; b) Œ^∗ | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ;

Ó) ÅÓÌÉ Œ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ Œ^∗ : Spec B → V (Ker Œ) ⊂ Spec A | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ; d) Spec A ∼= Spec(A=N);

e) ÅÓÌÉ Œ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ Œ^∗(Spec B) ÐÌÏÔÎÏ Œ Spec A; f) A → Spec A, Œ → Œ^∗ | ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ Comm → T op.

14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) Spec(A × B) = Spec A ⨆ Spec B; b) Spec(A ⊗_k B) = Spec A × Spec B.