úÁÄÁÞÉ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ Ë 06 ÏËÔÑÂÒÑ 2003 Ç.

1. ðÕÓÔØ ˚ | ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÊ (i) ŒÓÑËÁÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁ- ÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ; (ii) ÌÀÂÏÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ˚ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

2. íÏÄÕÌØ M ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÒÔÉÎÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÁÑ ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ Œ M ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Z-ÍÏÄÕÌÉ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍÉ É ÁÒÔÉÎÏŒÙÍÉ: a) ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ; b) Z; c) Q=Z; d) { m=p^n ∈ Q } ⊂ Q.

3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ÅÓÌÉ 0 → M^′ → M → M^{′′} → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ, ÔÏ M ÁÒÔÉÎÏŒ ⇐⇒ M^′ É M^{′′} ÁÒÔÉÎÏŒÙ; b) ÅÓÌÉ M_i | ÁÒÔÉÎÏŒÙ A-ÍÏÄÕÌÉ, ÔÏ ⊕^n_{i=1}M_i | ÁÒÔÉÎÏŒ.

4. ëÏÌØÃÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÒÔÉÎÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÒÔÉÎÏŒÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÅ ËÏÌØÃÁ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍÉ É ÁÒÔÉÎÏŒÙÍÉ: a) k; b) Z=nZ; c) Z; d) k[x]=f(x)k[x]; e) k[x_1; : : : ; x_n]; f) k[x_1; : : : ; x_n; : : : ].

5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅÔÅÒÏŒÙÈ ËÏÌÅÃ ÎÅÔÅÒÏŒÏ; b) ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÁÒÔÉÎÏŒÙÈ ËÏÌÅÃ ÁÒÔÉÎÏŒÏ. c) ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ ÁÒÔÉÎÏŒÁ ËÏÌØÃÁ ÁÒÔÉÎÏŒÏ; d) ËÏÌØÃÏ k[x_1; : : :; x_n]=(x^{k1}_1 · · · x^{kn}_n )_{k1+···+kn =m} ÁÒÔÉÎÏŒÏ; e) ÅÓÌÉ X ⊂ A^n | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË É I^m_X ⊂ I ⊂ I_X , ÔÏ k[x_1; : : : ; x_n]=I | ÁÒÔÉÎÏŒÏ ËÏÌØÃÏ.

6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÁÒÔÉÎÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÁÒÔÉÎÏŒ.

7. îÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ Õ ÎÅÇÏ ÎÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ. íÏÄÕÌØ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÃÅÐÏÞËÁ 0 = M_0 ⊂ M_1 ⊂ · · · ⊂ M_n = M , Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÆÁËÔÏÒÙ M_i=M_{i−1} ÐÒÏÓÔÙ. ôÁËÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ ÍÏÄÕÌÑ M . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) 0 = M_0 ⊂ M_1 · · · ⊂ M_n = M | Ë.Ò. É N ⊂ M , ÔÏ 0 = N ∩ M_0 ⊂ N ∩ M_1 · · · ⊂ N ∩ M_n = N | Ë.Ò.; b) ÅÓÌÉ ‘(M ) | ÄÌÉÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ Ë.Ò. M , ÔÏ N ⊂ M =⇒ ‘(N ) ⩽ ‘(M ), ÐÒÉÞÅÍ ‘(N ) = ‘(M ) =⇒ N = M ; c) ŒÓÑËÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ Œ M ÂÅÚ ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ‘(M ); d) ÄÌÉÎÙ ŒÓÅÈ Ë.Ò. ÍÏÄÕÌÑ M ÒÁŒÎÙ;

e) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌÅÊ Œ ÄŒÕÈ Ë.Ò. ÍÏÄÕÌÑ M ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) M | ÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ⇐⇒ M ÁÒÔÉÎÏŒ É ÎÅÔÅÒÏŒ;

b) ÅÓÌÉ 0 → M^′ → M → M^{′′} → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ, ÔÏ M | ÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ⇐⇒ M^′ É M^{′′} | ÍÏÄÕÌÉ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÐÒÉÞÅÍ ‘(M ) = ‘(M^′) + ‘(M^{′′});

c) ÅÓÌÉ M_i | ÍÏÄÕÌÉ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÔÏ ⊕^n_{i=1}M_i | ÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÐÒÉÞÅÍ ‘(⊕^n_{i=1}M_i) =

∑_n i=1 ‘(M_i).

9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ÅÓÌÉ M | ÐÒÏÓÔÏÊ C [x]-ÍÏÄÕÌØ, ÔÏ M ∼= C [x]=(x − ˘)C [x]; b) ÅÓÌÉ M | C [x]-ÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÔÏ M ∼= C [x]=f(x)C [x]; c) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C [x]-ÍÏÄÕÌÅÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ó ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ; d) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C [x; y]-ÍÏÄÕÌÅÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ó ÐÁÒÏÊ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

10. ðÕÓÔØ M | A-ÍÏÄÕÌØ, Á u : M → M | ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ÅÓÌÉ M ÎÅÔÅÒÏŒ, Á u ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ u | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÃÅÐÏÞËÕ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ Ker u^n); b) ÅÓÌÉ M ÁÒÔÉÎÏŒ, Á u ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ u | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÃÅÐÏÞËÕ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ Im u^n).

11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A | ÎÅÔÅÒÏŒÏ ËÏÌØÃÏ, ÔÏ ËÏÌØÃÏ A[[x]] ÔÏÖÅ ÎÅÔÅÒÏŒÏ.

12. ðÕÓÔØ A | ÁÒÔÉÎÏŒÏ ËÏÌØÃÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ÅÓÌÉ A ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ, ÔÏ A ÐÏÌÅ (ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÃÅÐÏÞËÕ ÉÄÅÁÌÏŒ (x^n)); b) ŒÓÑËÉÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ A ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ; c) N_A = R_A;

d) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ A ËÏÎÅÞÎÏ; e^∗) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ n, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ N^n_A = 0; f^∗) ËÏÌØÃÏ A ÎÅÔÅÒÏŒÏ.

g^∗) ËÏÌØÃÏ A ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ËÏÌØÃÁ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 5e.

(éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÁÒÔÉÎÏŒÙ ËÏÌØÃÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÎÕÌØÍÅÒÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ.)