úÁÄÁÞÉ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ Ë 13 ÏËÔÑÂÒÑ 2003 Ç.

1. A-ÍÏÄÕÌØ P ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ f : M → M^′ É ŒÓÑËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ^′ : P → M^′ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ Œ : P → M , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ Œ^′ = f ∘ Œ. A-ÍÏÄÕÌØ I ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÁ f : M^′ → M É ŒÓÑËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ^′ : M^′ → I ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ Œ : M → I, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ Œ^′ = Œ ∘ f. P_Œ � � �^{Œ′}� � M^f � � M^′

M^′

� �^f �

Œ^′ � � � M Œ � � � P äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ÆÕÎËÔÏÒ Hom_A(P; −) ÔÏÞÅÎ ⇐⇒ P | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ; b) ÆÕÎËÔÏÒ Hom_A(−; I) ÔÏÞÅÎ ⇐⇒ I | ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ.

2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) P ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ ⇐⇒ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ 0 → M → N → P → 0 ÒÁÓÝÅÐÌÑÅÔÓÑ; b) ÍÏÄÕÌØ P ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ ⇐⇒ ÎÁÊÄÅÔÓÑ P^′, ÔÁË ÞÔÏ P ⊕ P^′ ÓŒÏÂÏÄÅÎ; c) ÆÕÎËÔÏÒ Ext(M; −) ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ ÍÏÄÕÌÑ M .

3. ðÕÓÔØ A | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ k-ÁÌÇÅÂÒÁ. ðÕÓÔØ M^∨ := Hom_k(M; k). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) M^∨ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ A-ÍÏÄÕÌÑ; b) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M → M^{∨∨} | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ; c) Hom_A(M; N ) ∼= M^∨ ⊗_A N ;

d) ÅÓÌÉ A | k-ÁÌÇÅÂÒÁ, Á P | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, ÔÏ ÍÏÄÕÌØ P^∨ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ; e) ŒÓÑËÉÊ A-ÍÏÄÕÌØ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ; f) ŒÓÑËÉÊ A-ÍÏÄÕÌØ ÉÍÅÅÔ ÐÒÁŒÕÀ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ; g) I ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ⇐⇒ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ 0 → I → M → N → 0 ÒÁÓÝÅÐÌÑÅÔÓÑ; h) ÆÕÎËÔÏÒ Ext(−; N ) ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ ÍÏÄÕÌÑ N .

4. (ãÉÌÉÎÄÒ ÍÏÒÆÉÚÍÁ.) ðÕÓÔØ f : K^• → L^• | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) Cyl(f)^i = L^i ⊕ K^i ⊕ K^{i+1}, d^i_{Cyl(f)}(l^i; k^i; k^{i+1}) = (d^i_L(l_i) + f^{i+1}(k^{i+1}); d^i_K (k^i) − k^{i+1}; −d^{i+1}_K (k^{i+1})) | ËÏÍÐÌÅËÓ; b) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ —f : K^• → Cyl(f)^i, k^i → (0; k^i; 0) | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ; c) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ff : L^• → Cyl(f)^•, l^i → (l^i; 0; 0) | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ; d) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fi : Cyl(f)^• → L^•, (l^i; k^i; k^{i+1}) → l^i + f(k^i) | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ; e) fi ∘ ff = Id_L• ;

f) ff ∘ fi ∼ Id_{Cyl(f)}• , ÇÄÅ h^i(l^i; k^i; k^{i+1}) = (0; 0; k^i); g) ÍÏÒÆÉÚÍÙ ff É fi ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ; h) fi ∘ —f = f.

5. (ëÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ.) ðÕÓÔØ f : K^• → L^• | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) C(f)^i = L^i ⊕ K^{i+1}, d^i_{C(f)}(l^i; k^{i+1}) = (d^i_L(l_i) + f^{i+1}(k^{i+1}); −d^{i+1}_K (k^{i+1})) | ËÏÍÐÌÅËÓ; b) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ßf : Cyl(f)^• → C(f)^i, (l^i; k^i; k^{i+1}) → (l^i; k^{i+1}) | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ; c) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ —ß : L^• → C(f)^•, l^i → (l^i; 0) | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ; d) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ffi : C(f)^• → K^{•+1}, (l^i; k^{i+1}) → k^{i+1} | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ;

e) 0 → K^{• f̄}−→ Cyl(f)^{• ß}−→ C(f)^• → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ; f) 0 → L^{• ß̄}−→ C(f)^{• ffi}−→ K^{•+1} → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ; g) ß ∘ ff = —ß.

6. ðÕÓÔØ 0 → K^{• f}−→ L^{• g}−→ M^• → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fl : C(f)^• → M^•, (l^i; k^{i+1}) → g(l^i) | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ; b) fl ∘ ß = g ∘ fi; c) Ker fl = Cyl(0);

d) fl ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ;

e) ffi ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ.

7. ðÕÓÔØ 0 → N^{i1}−→ E_1^{ß1}−→ M → 0 É 0 → N^{i2}−→ E_2^{ß2}−→ M → 0 | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ A-ÍÏÄÕÌÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ E_1 ×_M E_2 := { (x_1; x_2) | ß_1(x_1) = ß_2(x_2) } ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ Œ E_1 ⊕ E_2; b) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ i : N → E_1 ×_M E_2, n → (i_1(n); −i_2(n)) | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ; Ó) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → N^{i1}−→ (E_1 ×_M E_2)=i(N )^{ß1}−→ M → 0 | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ A-ÍÏÄÕÌÅÊ; d) ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ŒŒÏÄÉÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ A-ÍÏÄÕÌÅÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÕÀ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Ext^1_A(M; N ). 1

2 8. ðÕÓÔØ P_• → L, Q_• → M | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ÅÓÌÉ f : P_s → M ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ Ext^s(L; M ), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ f_• : P_{s+•} → Q_•, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f = d^Q_0 ∘ f_0; b) ÅÓÌÉ g : Q_T → N ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ Ext^t(M; N ), ÔÏ g∘f_t : P_{s+t} → N ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ Ext^{s+t}(L; N ); c) ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¯_{s;t} : Ext^s(L; M ) × Ext^t(M; N ) → Ext^{s+t}(L; N ) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ; d) ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¯_{s;t} : Ext^s(L; M ) × Ext^t(M; N ) → Ext^{s+t}(L; N ) A-ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ; e) ¯_{0;0} : Hom(L; M ) ⊗ Hom(M; N ) → Hom(L; N ) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ; f) (Ext^•(M; M ); ¯)| ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ A-ÁÌÇÅÂÒÁ.

9. (òÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏ éÏÎÅÄÁ.) òÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÄÌÉÎÙ k A-ÍÏÄÕÌÑ M Ó ÐÏÍÏÝØÀ A-ÍÏÄÕÌÑ N ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A-ÍÏÄÕÌÅÊ ŒÉÄÁ 0 → N^i−→ E_k^{fk}−→ : : :^{f2}−→ E_1^ß−→ M → 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ŒÓÑËÏÍÕ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ ÄÌÉÎÙ k ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ Ext^k(M; N );

b) ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ E^′_i = E_i⊕E, E^′_{i+1} = E_{i+1}⊕E, f^′_{i+1} = f_{i+1}⊕Id_E , ÇÄÅ 1 ⩽ i ⩽ k − 1, ËÌÁÓÓ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ; c) ËÌÁÓÓÙ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÒÁŒÎÙ;

d) ËÌÁÓÓÙ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÒÁŒÎÙ ⇐⇒ ÏÎÉ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔÓÑ ÃÅÐÏÞËÏÊ ÚÁÍÅÎ ŒÉÄÁ (b) É ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë ÎÉÍ; e) ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ Ext^k(M; N ) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÄÌÉÎÙ k;

f) ÅÓÌÉ 0 → M^j−→ F_l^{gl}−→ : : :^{g2}−→ F_1^æ−→ L → 0 | ÄÒÕÇÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, ÔÏ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ 0 → N^i−→ E_k^{fk}−→ : : :^{f2}−→ E_1^{j∘ß}−→ F_l^{gl}−→ : : :^{g2}−→ F_1^æ−→ L → 0.

10. A-ÍÏÄÕÌØ N ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ − ⊗_A N ÔÏÞÅÎ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) N ÐÌÏÓËÉÊ ⇐⇒ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ M^{′ f}−→ M ÍÏÒÆÉÚÍ f ⊗ 1_N : M^′ ⊗_A N → M ⊗_A N | ŒÌÏÖÅÎÉÅ; b) ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ; c) N ÐÌÏÓËÉÊ ⇐⇒ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ a ⊂ A ÍÏÒÆÉÚÍ a ⊗_A N → A ⊗_A N = N | ŒÌÏÖÅÎÉÅ; d) ŒÓÑËÉÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ; e) ŒÓÑËÉÊ ÍÏÄÕÌØ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÅŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ.

11. ðÕÓÔØ P_• → M → 0 | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ Tor^A_i (M; N ) = H_i(P_• ⊗_A N ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ÇÒÕÐÐÙ Tor^A_i (M; N ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ; b) Tor^A_i (M; N ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ËÁË ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ, ÔÁË É ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ; c) Tor^A_i (M; N ) ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÐÒÑÍÙÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ; d) Tor^A_0 (M; N ) = M ⊗_A N ;

e) ÅÓÌÉ N ÐÌÏÓËÉÊ, ÔÏ Tor^A_i (M; N ) = 0 ÐÒÉ i ¿ 0;

f) ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÅ 0 → M^′ → M → M^{′′} → 0 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÅ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

· · · → Tor_1(M^{′′}; N )^ffi−→ Tor_1(M^′; N ) → Tor_1(M; N ) → Tor_1(M^{′′}; N )^ffi−→ M^′ ⊗_A N → M ⊗_A N → M^{′′} ⊗_A N → 0 · · · → Tor_1(N; M^{′′})^ffi−→ Tor_1(N; M^′) → Tor_1(N; M ) → Tor_1(N; M^{′′})^ffi−→ N ⊗_A M^′ → N ⊗_A M → N ⊗_A M^{′′} → 0 g) Tor^A_i (M; N ) ∼= Tor^A_i (N; M ) | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H_i(G; M ) = Tor^{Z[G]}_i (Z; M ).

13. œÙÞÉÓÌÉÔÅ Ext É Tor Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ a) Z-ÍÏÄÕÌÅÊ; b) C [x]-ÍÏÄÕÌÅÊ.

14. ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ a) ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ; b) ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ; c) ÐÌÏÓËÉÅ Z-ÍÏÄÕÌÉ.

15. äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ: a) 0 → H_i(X; Z) ⊗_ZF → H_i(X; F ) → Tor^Z_1 (H_{i−1}(X; Z); F ) → 0; b) 0 → H^i(X; Z) ⊗_ZF → H^i(X; F ) → Tor^Z_1 (H^{i+1}(X; Z); F ) → 0; c) 0 → Ext^1_Z(H_{i−1}(X; Z); F ) → H^i(X; F ) → H_i(X; Z)^∗ → 0; d) H^i(X; k) = H_i(X; k)^∗.