áÎÁÌÉÚ-1. 9.10.03

0. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ?

1. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÎÁ ŒÓÅÊ ÐÒÑÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÏ- ÔÏÒÏÊ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÎÁ [0; 1] ?

2. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f : R → R; ËÏÔÏÒÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ 1 É ÒÁÚÒÙŒÎÁ Œ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÒÑÍÏÊ ?

3. a) äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f; g ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ ÎÁ ŒÓÅÊ ÐÒÑ- ÍÏÊ É g^′(x) ≠ 0: ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a ¡ b ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÏÞËÁ x ∈ [a; b] ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

f (a)−f (b) g(a)−g(b) = f^′(x) g^′ (x) .

Â) ðÕÓÔØ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ [0; 1] É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ (0; 1). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f(0) = f(1) = 0; ÔÏ f(t) = f^′(t) Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ t ∈ (0; 1):

4. óÒÁŒÎÉÔÅ ÄŒÁ ÞÉÓÌÁ ß^e É e^ß:

5. îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ f : R → R ÔÁËÉÅ , ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x ≠ y ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |f(x) − f(y)| ≤ |x − y|^2.

6. óËÏÌØËÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁŒÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÂÏËÏŒÏÊ ÓÔÏÒÏÎÏÊ É ÒÁÄÉÕÓÏÍ ŒÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ?

7. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) = sin x + sin( √ 2003x) ?

8. ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C^{10}(R) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f(x) = 0 ÐÒÉ x ≤ 0 É f(x) = 1 ÐÒÉ x ≥ 1.

9. œ ËÁËÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÆÕÎËÃÉÑ òÉÍÁÎÁ R(x) =^1_n ÐÒÉ x =^m_n ∈ Q É R(x) = 0 Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÄÒÏÂØ^m_n ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÊ; ÏÂÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ [0; 1]) ?

10. ðÕÓÔØ f : (0; 1) → R { ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÈÏÔÑ ÂÙ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ. œÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ f ?