1. þÉÓÌÏŒÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ: IR, C, H

áËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁËÏŒÏ: ÐÒÑÍÁÑ ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ | ÓÉÓÔÅÍÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÉÎÏÇÄÁ ÇÏŒÏÒÑÔ | ÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ), ÜÔÏ ÐÏÌÎÏÅ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÐÏÌÅ. åÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ IR. \ðÏÌÅ" É \ÐÏÒÑÄÏË" | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ, \ÐÏÌÎÏÔÁ" | ÐÏÎÑÔÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ.

1.1. áËÓÉÏÍÁÔÉËÁ IR.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. íÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÅÓÌÉ Œ ÎčÍ ÏÐpÅÄÅ- ÌÅÎÙ ÄŒÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ | ÓÌÏÖÅÎÉÅ (+) É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ (ËÏÔÏpÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÓÉÍŒÏÌÏÍ (·) (ÔÏÞËÏÊ), ÎÏ ÏÂÙÞÎÏ ÅÇÏ ÏÐÕÓËÁÀÔ). ïÐÅpÁÃÉÑ + ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÐÁpÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x É y ÔÁËÏÊ (ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ) ÜÌÅÍÅÎÔ z, ÞÔÏ x + y = z: üÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ x É y. ïÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁpÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x É y ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÔÁËÏÊ (ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ) ÜÌÅÍÅÎÔ “, ÞÔÏ xy = “: üÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐpÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ x É y. óÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ x É y ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ Œ ÐÅpŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍÉ, ŒÏ ŒÔÏpÏÍ | ÓÏÍÎÏÖÉÔÅ- ÌÑÍÉ. œ A ÅÓÔØ ÄŒÁ ÏÓÏÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ | 0 (ÎÕÌØ) É 1 (ÅÄÉÎÉÃÁ) (0 ≠ 1). ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÁËÓÉÏÍÙ:

A:1: ïÔ ÐÅpÅÍÅÎÙ ÍÅÓÔ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ É ÏÔ ÐÅpÅÍÅÎÙ ÍÅÓÔ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÐpÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ (ÉÌÉ x + y = y + x É xy = yx ∀x; y). üÔÏ | ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔÅÌØÎÙÊ (ÐÏ-ÄpÕÇÏÍÕ ÇoŒÏpÑÔ | ËÏÍ- ÍÕÔÁÔÉŒÎÙÊ) ÚÁËÏÎ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.

A:2: åÓÌÉ Ë ÓÕÍÍÅ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐpÉÂÁŒÉÔØ ÔpÅÔØÅ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÏÔ ÖÅ pÅÚÕÌØÔÁÔ, ËÁË ÅÓÌÉ Ë ÐÅpŒÏÍÕ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍÕ ÐpÉÂÁŒÉÔØ ÓÕÍÍÕ ŒÔÏpÏÇÏ É ÔpÅÔØÅÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ (ÉÌÉ (x + y) + z = x + (y + z) ∀x; y; z). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ((xy)z = x(yz) ∀x; y; z) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ É ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. üÔÏ | ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÙÊ (ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÊ) ÚÁËÏÎ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÍÙ ÆÏpÍÕÌÉpÕÅÍ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÓÉÍŒÏÌØÎÏÍ ÑÚÙËÅ.

A:3: ∀x; y; z ((x+y)z = xz+yz) | ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØÎÙÊ (ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÙÊ) ÚÁËÏÎ.

A:4: ∀x (x + 0 = x ∧ x · 1 = x) | ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÎÕÌÑ É ÅÄÉÎÉÃÙ. A:5: ∀a; b (∃ x : a + x = b) | ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ. A:6: ∀a ≠ 0; b (∃ x : ax = b) | ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÞÁÓÔÎÏÇÏ.

ðÒÉÍÅÒ 1.1. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏÌÑ ÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {0; 1} ÔÁ- ËÏÅ, ÞÔÏ 0 + 0 = 1 + 1 = 0; 0 + 1 = 1 + 0 = 1; 0 · 0 = 0 · 1 = 1 · 0 = 0; 1 · 1 = 1.

œÅÒÎčÍÓÑ Ë ÞÉÓÌÁÍ ÉÚ IR. óÕÝÅÓÔŒÕÀÝÅÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÁËÓÉÏÍÅ A:5 ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ x ∈ IR ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ a + x = b ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ ÞÉÓÅÌ b É a É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ b−a. òÁÚÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ 0 É a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ, ÐÒÏÔÉ- ŒÏÐÏÌÏÖÎÙÍ ÞÉÓÌÕ a É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ −a. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ax = b, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÝÅÅ (ÐÒÉ a ≠ 0) Œ ÓÉÌÕ ÁËÓÉÏÍÙ A:6, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔ- ÎÙÍ ÞÉÓÅÌ b É a É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ^b_a (ÉÌÉ b=a).

þÉÓÌÁ 1, 2=1+1, 3=1+1+1,... ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÁÔÕpÁÌØÎÙÍÉ, ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÊ IN. á ÅÓÌÉ Ë IN ÄÏÂÁŒÉÔØ 0 É ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ,

ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÅ ZZ:

åÓÌÉ a ≠ 0, ÔÏ ÞÉÓÌÏ^1_a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë a, ÏÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÅÝÅ É a^{−1}. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ^p_q ; p ∈ ZZ; q ∈ IN ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ pÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÉÌÉ ÄÒÏÂØÀ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ Q.

áËÓÉÏÍÙ ÐÏÒÑÄËÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2. íÎÏÖÅÓÔŒÏ B, ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ≤ (\ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ") , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÁËÓÉÏÍÁÍ A:7:∀x (x ≤ x):

A:8:(x ≤ y) É (y ≤ x) ⇒ (x = y): A:9:(x ≤ y) É (y ≤ z) ⇒ (x ≤ z): A:10:∀x; y (x ≤ y) ∨ (y ≤ x):

A:7−A:9 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ, Á ÅÓÌÉ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔÓÑ ŒÓÅ ÁËÓÉÏÍÙ A:7 − A:10, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ.

ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ≤ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÝÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ x ≤ y É y ≥ x ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ; ÅÓÌÉ x ≤ y É ÐÒÉ ÜÔÏÍ x ≠ y, ÔÏ ÐÉÛÅÍ x < y (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ y ≥ x É x ≠ y, ÔÏ ÐÉÛÅÍ x > y).

ðÒÉÍÅÒ 1.2. íÎÏÖÅÓÔŒÏ {a; b; c} Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ a ≤ a, b ≤ b, c ≤ c, a ≤ b É a ≤ c (b É c ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙ) | ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ, Á ÅÓÌÉ a ≤ b ≤ c, ÔÏ ÏÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ.

AËÓÉÏÍÁ A:11 ÓŒÑÚÙŒÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ É ÐÏÒÑÄËÏŒÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ IR. A:11:∀x > 0; y > 0 ⇒ (x + y > 0) ∧ (xy > 0):

A:13: (áËÓÉÏÍÁ áÒÈÉÍÅÄÁ). äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a É b ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ na > b.

áËÓÉÏÍÙ ÐÏÌÎÏÔÙ.

A:13: (áËÓÉÏÍÁ äÅÄÅËÉÎÄÁ). ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ IR (ÉÌÉ Q) ÒÁÚÂÉÔÏ ÎÁ ÄŒÁ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A É B ÔÁË, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ A É ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ b ∈ B ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ a ≤ b (Ô. Å. B ÌÅÖÉÔ \ÓÐÒÁŒÁ" ÏÔ A). ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ c ∈ IR ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ a ≤ c ∀a ∈ A É c ≤ b ∀b ∈ B. ïÐÉÓÁÎÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ IR (Q) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÙÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ.

CÁÍ äÅÄÅËÉÎÄ ÓÔÒÏÉÌ ÔÅÏÒÉÀ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÏÓÔÕÌÉÒÕÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ Q ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÒÅÈ: ÌÉÂÏ Œ A ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÌÉÂÏ Œ B ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÜÔÏ | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ), ÌÉÂÏ ÎÉ Œ ÐÅÒŒÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÎÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÎÉ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÏŒÙÊ ÏÂSSÅËÔ | ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, √ 2 | ÜÔÏ (Ó ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ) ÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÄÒÏÂÅÊ a = p=q > 0 É a ≤ 0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ p^2=q^2 < 2 É ÔÅÈ ÄÒÏÂÅÊ b = m=n; b > 0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ m^2=n^2 > 2. äÌÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÔÅÏÒÉÉ (ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÕÔÉ) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ŒŒÅÓÔÉ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÁËÓÉÏÍÕ | ÁËÓÉÏÍÕ áÒÈÉÍÅÄÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ É ÎÁÍ, ÎÏ ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ.

íÙ ÐÏÊÄÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÙÍ ÐÕÔčÍ É Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÏÊ ÁËÓÉÏÍÙ ÐÏÌÎÏÔÙ ÐÒÉÍÅÍ ÁËÓÉÏÍÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ŒÓÅÇÏ IR.

ðÏÌÎÏÔÁ | ÏÄÎÏ ÉÚ ŒÁÖÎÅÊÛÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÎÑÔÉÊ. œÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÎÁ ŒŒÏÄÉÌÁÓØ ÍÎÏÇÉÍÉ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ (É ÒÁÚÎÙÍÉ ÌÀÄØÍÉ), ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÏÓÔÁŒÉÌ ÓŒÏÊ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÊ ÓÌÅÄ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙÅ ÁËÓÉÏÍÅ äÅÄÅËÉÎÄÁ É ÄÁÀÝÉÅ ËÁÖÄÏÅ ÓŒÏÊ ËÌÀÞ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.3. íÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ IR ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÓŒÅÒÈÕ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ b ∈ IR, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a ÉÚ A ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅpÁŒÅÎÓÔŒÏ: a ≤ b ∀a ∈ A; ÞÉÓÌÏ ¸ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ (ÉÎÏÇÄÁ ÇÏŒÏÒÑÔ ÔÏÞÎÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅpÁŒÅÎÓÔŒÏ a ≤ ¸ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ a(") ∈ A ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ a(") > ¸ − ›.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓÎÉÚÕ É ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ.

ðÒÉÍÅÒ 1.3. íÎÏÖÅÓÔŒÏ IN ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÓÎÉÚÕ, ÎÏ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÓŒÅÒÈÕ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ZZ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÎÉ ÓÎÉÚÕ, ÎÉ ÓŒÅÒÈÕ,

íÎÏÖÅÓÔŒÏ {1; 1:1; 1:11; 1:111; : : :} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ É ÓŒÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ, ÅÇÏ ÎÉÖ- ÎÑÑ ÇÒÁÎØ | {1}, Á ŒÅÒÈÎÑÑ | {^{10}_9 }.

A:13a): (áËÓÉÏÍÁ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ) œÓÑËÏÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓŒÅÒÈÕ (ÓÎÉÚÕ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (Œ IR) ÉÍÅÅÔ ŒÅÒÈÎÀÀ (ÎÉÖÎÀÀ) ÇÒÁÎØ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.4. íÎÏÖÅÓÔŒÏ {x ∈ IR | a ≤ x ≤ b}({x ∈ IR | a < x < b}) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÏÍ (ÉÎÔÅÒŒÁÌÏÍ) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ [a; b] (]a; b[ ÉÌÉ(a; b)): þÉÓÌÏ b − a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ (ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ) [a; b]((a; b)); ÅÓÌÉ a ≤ a^′ < b^′ ≤ b, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË [a^′; b^′] ŒÌÏÖÅÎ Œ [a; b] åÓÌÉ ÚÁÄÁÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ {[a_n; b_n]}_{n∈N} ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÉÈ ÄÌÉÎÙ ÓÔÒÅ- ÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÅ N, ÞÔÏ ÄÌÉÎÙ ŒÓÅÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ [a_n; b_n] ÐÒÉ n > N ÍÅÎØÛÅ ".

ðÒÉÍÅÒ 1.4. ïÔÒÅÚÏË [0; 1] ÄÁÌÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ I. äÌÉÎÁ ÅÇÏ ÒÁŒÎÁ ÅÄÉ- ÎÉÃÅ.

A:13b: (áËÓÉÏÍÁ ëÁÎÔÏÒÁ). ìÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÒÅÚËÏŒ ŒÌÏ- ÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ (ÌÅÖÁÝÉÈ Œ IR), ÄÌÉÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÕÀ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.5. ôÏÞËÁ ^a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ a^′ = a^′(") ≠ a ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ |a^′ − ^a| < ".

ðÒÉÍÅÒ 1.5. õ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {^1_3 ;^2_3 ;^1_4 ;^3_4 : : :;^1_n ; 1 −^1_n }; n ≥ 3 ÄŒÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ {0} É {1}.

A:13c): (áËÓÉÏÍÁ âÏÌØÃÁÎÏ-œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ). ìÀÂÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÎÏÅ (ÓŒÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ) ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ IR ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.6. óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ {x_1; x_2; : : :; x_n; : : :} (ÉÌÉ {x_n}_{n∈IN}) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ.

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏŒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_1; x_2; : : :; x_n; : : :} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ a, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÏÍÅp N ∈ IN (ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ "), ÐpÉ ËÏÔÏpÏÍ |x_n − a| < ", ÅÓÌÉ n > N (ÉÌÉ ÎÁ ÓÉÍŒÏÌÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ∃a ∈ IR : ∀" > 0 ∃N ∈ IN : (∀n > N (|x_n − a| < ")).

þÉÓÌÏ a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {x_n}_{n∈IN}: ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÉÛÕÔ a = lim_{n→∞} x_n.

þÉÓÌÏŒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_1; x_2; : : :; x_n; : : :} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎ- ÔÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ∀ " > 0 ∃ N ∈ IN : (∀m; n > N(|x_n − x_m| < ")).

ðÒÉÍÅÒ 1.6. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {^1_n }_{n∈IN} É (1 +^1_n )^n; n ∈ IN ÆÕÎÄÁÍÅÎ- ÔÁÌØÎÙ. ðÒÅÄÅÌ ÐÅÒŒÏÊ {0}. îÁÍ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÔÏÒÏÊ ÐÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. åÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÂÕËŒÏÊ e.

ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ. œ IR (É ŒÏÏÂÝÅ Œ ÐÏÌÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÞØ ŒÐÅÒÅÄÉ) ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ.

A:13d): (áËÓÉÏÍÁ ëÏÛÉ) æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ ÉÚ IR ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ. œŒÅÄčÎÎÁÑ ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÁ A:1−A:13 ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÁ. ïÎÁ ÏÐÉ- ÓÙŒÁÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ), ÏÂÏÚÎÁÞÁ- ÅÍÙÊ IR.

éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ | ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ, ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÂSSÅËÔÁÍÉ, ÇÄÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÏÄÎÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ ÓÔÁŒÉÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÏÂSSÅËÔ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ.

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØÓÑ ÓÏ ŒÓÅÀ ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔØÀ: ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÁÐÅÌÌÉÒÏŒÁÔØ Ë ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ (ÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÞÅÌÏŒÅË ËÁË-ÔÏ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÅÂÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÞÉÓÅÌ É ÕÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÑ Ó ÄÒÏÂÑÍÉ) É ÎÁÍÅÔÉÍ ÐÕÔØ ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ \ÎÁÉŒÎÏÇÏ" ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ.

äÌÑ ÔÁËÏÇÏ \ÎÁÉŒÎÏÇÏ" ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÁÄÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ ÁËÓÉÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÔÉÐÁ: ÎÕÌØ É ÅÄÉÎÉÃÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÏÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É Ô. Ð. á ÚÁÔÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1. 0 ¡ 1:

á ÄÁÌØÛÅ ÍÏÖÎÏ ÍÙÓÌÅÎÎÏ ŒÏÏÂÒÁÚÉÔØ ÓÅÂÅ ÐÒÑÍÕÀ, ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÎÁ ÎÅÊ ÎÕÌØ É \ÓÐÒÁŒÁ" ÅÄÉÎÉÃÕ, ÐÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ ÅÄÉÎÉÃ ÎÕÌÑ ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ (ÜÔÏ ÉÚŒÌÅËÁÅÔÓÑ ÉÚ ÁËÓÉÏÍ), ÚÎÁÞÉÔ \ÏÔÌÏÖÉÔÓÑ" ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ 1, 2, 3, ...; ÚÁÔÅÍ -1, -2, ... , Ô. Å. \ÏÔÌÏÖÁÔÓÑ" ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÚÁÔÅÍ ÄÒÏÂÉ É, ÎÁËÏ- ÎÅÃ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÄÅÉ ÓÅÞÅÎÉÑ, ÚÁÔËÎÕÔÓÑ ŒÓÅ ÄÙÒÙ. ôÁË ŒÏÓÓÏÚÄÁčÔÓÑ Œ

ÓÏÚÎÁÎÉÉ ÏÂÒÁÚ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ IR. ôÅÐÅÒØ ŒÏÏÂÒÁÚÉÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÄÒÕÇÏÊ ÏÂSSÅËÔ IR^′ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ. õ ÎÅÇÏ ÉÍÅÀÔÓÑ ÎÕÌØ É ÅÄÉÎÉÃÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ 0^′ É 1^′. ðÏÓÔÁŒÉÍ ÉÈ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ Ó ÎÕÌčÍ É ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁ ÎÁÛÅÊ ÍÏÄÅÌÉ. óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ 1^′ + 1^′ ÜÌÅÍÅÎÔ 2 ÐÅÒŒÏÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ, ÏÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ 1^′ + 1^′ ÞÅÒÅÚ 2^′, É ÂÕÄÅÍ ÜÔÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØ, ÔÁË ÞÔÏ Œ IR^′ \ŒÌÏÖÉÔÓÑ" ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ, ÚÁÔÅÍ ÄÒÏÂÉ, Á ÚÁÔÅÍ ÓÅÞÅÎÉÑ Œ IR^′ ÐÒÉŒÅÄÕÔ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ IR^′ Ó ÎÁÛÅÊ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ IR. üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ ÏÂSSÅËÔÁ.

âÏÌÅÅ ÄÅÔÁÌØÎÏÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÕÞÅÂÎÉËÅ œ. á. úÏÒÉÞÁ.

éÔÁË:

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ | ÜÔÏ:

| ÓÅÞÅÎÉÅ ŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ;

| ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ (ÉÌÉ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ) ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ;

| ÏÂÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÏÔÒÅÚ- ËÏŒ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ;

| ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÒÁÃÉÏÎÁÌØ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ;

| ÐÒÅÄÅÌÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ.

îÏ ÞÁÝÅ ŒÓÅÇÏ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÁË ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÕÀ ÄÅÓÑÔÉÞÎÕÀ ÄÒÏÂØ, ÏËÁÎÞÉŒÁÀÝÕÀÓÑ ÎÅ ÏÄÎÉÍÉ ÌÉÛØ ÄÅŒÑÔËÁÍÉ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÖÄÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ ÄÁčÔ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ Ó ÎÅÄÏÓÔÁÔËÏÍ.

ðÒÉ ŒÓčÍ ÜÔÏÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÉÄÅÎÔÉÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÞÉÓÌÁ. œ ŒÅÊ- ÅÒÛÔÒÁÓÓÏŒÓËÏÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÌÕÞÁÅ ÄŒÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ {x_n}_{n∈IN} É {x^′_n}_{n∈IN} ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x_n − x^′_n → 0, ÐÒÉ n → ∞. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÉÔÓÑ ÉÄÅÎÔÉÆÉËÁÃÉÑ É Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ (ÐÒÏÄÕÍÁÊÔÅ ÜÔÏ).

îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÏÓÍÙÓÌÉÔØ ÅÝÅ É ÔÁËÏÊ pÅÚÕÌØÔÁÔ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1.1 (Ï ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏÓÔÉ ÓŒÏÊÓÔŒ ÐÏÌÎÏÔÙ). óŒÏÊÓÔŒÁ ÐÏÌÎÏÔÙ, ŒÙÒÁÖÅÎÎÙÅ Œ ÁËÓÉÏÍÁÈ äÅÄÅËÉÎÄÁ, œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ, ëÁÎÔÏÒÁ, âÏÌØÃÁÎÏ { œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ É ëÏÛÉ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œŒÅÄÅÍ ÄŒÁ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ A ∪ B | ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ IR, ÔÏ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÏ ÓÅÞÅÎÉÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÜÔÉÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ (Ô. Å. ÓÁÍÏ ÞÉÓÌÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÜÔÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ), ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ A|B; ŒÅÒÈ- ÎÀÀ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ supA.

1. éÓÈÏÄÉÍ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÁËÓÉÏÍÁ äÅÄÅËÉÎÄÁ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ. ðÕÓÔØ A |- ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓŒÅÒÈÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ IR. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÔÅÈ b ∈ IR, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ a ≤ b ∀a ∈ A É A | ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë B (A = IR \ B.) ôÏÇÄÁ B ≠ ∅ (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. 3), A ÎÅÐÕÓÔÏ, ÉÂÏ A ⊂ A. ðÕÓÔØ Ó = A|B | ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÏ ÓÅÞÅÎÉÅ. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÁ ÓÅÞÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a ≤ c ∀a ∈ A É ÚÎÁÞÉÔ, a ≤ c ∀a ∈ A. äÏÐÕÝÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ " > 0 Œ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (a − "; a) ÎÅÔ ÞÉÓÅÌ ÉÚ A ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏ:

ÔÏÇÄÁ a − " ∈ B. úÎÁÞÉÔ, c = sup A, Ô. Å. ÉÚ ÁËÓÉÏÍÙ äÅÄÅËÉÎÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÁËÓÉÏÍÁ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ.

2. ðÕÓÔØ {´_n = [a_n; b_n]}_{n∈IN} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ÄÌÉÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. ôÏÇÄÁ {a_n}_{n∈IN}| ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÓŒÅÒÈÕ, Á {b_n}_{n∈IN} | ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÓÎÉÚÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÏ ÁËÓÉÏÍÅ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ŒÅÈÎÀÀ É ÎÉÖÎÀÀ ÇÒÁÎÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ c É c^′ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ c ≤ c^′. äÏÐÕÝÅÎÉÅ, ÞÔÏ c < c^′ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏŒ ´_n ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. äÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÉÚ ÁËÓÉÏÍÙ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÁËÓÉÏÍÁ ëÁÎÔÏÒÁ.

3. éÚ ÁËÓÉÏÍÙ ëÁÎÔÏÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÁËÓÉÏÍÁ âÏÌØÃÁÎÏ { œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ. îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÓÅÂÑ Œ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ´_1 = [0; 1]. òÁÚÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ÐÏÐÏÌÁÍ. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ A c ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÐÏÌÏŒÉÎ ÏÔÒÅÚËÁ ´_1 | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ ÐÏÌÏŒÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ ´_2 = [a_2; b_2]. äÁÌÅÅ ÐÏÓÔÕ- ÐÁÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÏÔÒÅÚËÏŒ {´_n}_{n∈IN}, ÓÔÒÅÍÑÝÉÈÓÑ (Œ ÓÉÌÕ ÁËÓÉÏÍÙ áÒÈÉÍÅÄÁ) ÐÏ ÄÌÉÎÅ Ë ÎÕÌÀ. ðÒÉÍÅÎÑÅÍ ÁËÓÉÏÍÕ ëÁÎÔÏÒÁ. ïÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ ŒÓÅÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ | ÉÓËÏ- ÍÁÑ.

íÅÔÏÄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÇÏ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÐÏÌÁÍ.

4. éÚ ÁËÓÉÏÍÙ âÏÌØÃÁÎÏ { œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÁËÓÉÏÍÁ ëÏÛÉ. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ É ÓŒÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ (ÄÏ- ËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ). œ ÓÉÌÕ ÁËÓÉÏÍÙ âÏÌØÃÁÎÏ { œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ. ïÎÁ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ.

6. éÚ ÁËÓÉÏÍ ëÏÛÉ É áÒÈÉÍÅÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÁËÓÉÏÍÁ äÅÄÅËÉÎÄÁ. îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒ ÓÅÂÑ Œ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ A ∪ B | ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ IR, É ÎÅ ÎÅÔ ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅÍ A|B. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ x_n ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÉÄÁ k=n, ÞÔÏ x_n ∈ A Á x_n + 1=n ∈ B.( éÚ ÁËÓÉÏÍÙ áÒÈÉÍÅÄÁ ÔÁËÏÅ x_n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ). ðÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_n}_{n∈IN} | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ. åÅ ÐÒÅÄÅÌ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÁËÓÉÏÍÅ ëÏÛÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅÍ A|B. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. ⊓⊔

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ ÐÒÉÄčÔÓÑ ÎÅ ÒÁÚ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ. œÏÔ ŒÁÖÎÅÊÛÉÅ ÅÇÏ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁ.

1 (ðÒÉÎÃÉÐ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ). åÓÌÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ IN ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ 1 ∈ A É ŒÍÅÓÔÅ Ó ÞÉÓÌÏÍ a ∈ A Œ A ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÞÉÓÌÏ a + 1, ÔÏ A = IN.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÅÔÏÄÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ:

(a + b)^n = n∑ k=0 C^k_na^kb^{n−k} ; ÇÄÅ C^k_n = n(n − 1) · · ·(n − k + 1) k! :

(äÒÕÇÏÅ É ÂÏÌÅÅ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎčÎÎÏÅ ÓÅÊÞÁÓ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ C^k_n | ÜÔÏ

(_n k ) .)

1. þéóìïœùå óéóôåíù 7

îÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ p ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄŒÕÈ ÎÁ- ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ m É n, ÂÏÌØÛÉÈ ÅÄÉÎÉÃÙ É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ p = mn (2; 3; 5; 7 : : : | ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ).

2 (ïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ). îÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ) ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ IR. üÔÏ ŒÅÓØÍÁ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÂSS- ÅËÔ. ïÎ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ŒÁÖÎÅÊÛÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÎÑÔÉÊ. IR | ÜÔÏ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ, ËÏÌØÃÏ, ÐÏÌÅ, ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ÜÔÏ | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ); ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ É ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÑ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÝÉÅ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ); ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ÜÔÏ | ÇÅÏÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ); ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ÏÂÝÅÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ); ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ, ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ŒÓÅ ÜÔÉ ÐÏÎÑÔÉÑ ÌÉÂÏ ÕÖÅ ÐÏÑŒÉÌÉÓØ, ÌÉÂÏ ÐÏÔÏÍ ÐÏÑŒÑÔÓÑ Õ ÎÁÓ) É ÅÝč ÍÎÏÇÏÅ ÄÒÕÇÏÅ.

ëÏÎÃÅÐÃÉÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ŒÓÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÎÁ ÂÁÚÅ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ ÓŒÏčÍ ÚÁÒÏ- ÄÙÛÅ ŒÏÓÈÏÄÉÔ Ë ëÁÎÔÏÒÕ. üÔÁ ËÏÎÃÅÐÃÉÑ ÂÙÌÁ ŒÏÓÐÒÉÎÑÔÁ É ÐÏÄÄÅÒÖÁÎÁ çÉÌØÂÅÒÔÏÍ, Á ÓÁÍÁ ÐÏÐÙÔËÁ ŒÙÓÔÒÏÉÔØ ŒÓÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ, ÂÁÚÉÒÕÑÓØ ÎÁ ÜÔÏÊ ËÏÎÃÅÐÃÉÉ, ÂÙÌÁ ÐÒÅÄ- ÐÒÉÎÑÔÁ î. âÕÒÂÁËÉ (ËÏÌÌÅËÔÉŒÎÏÍÕ ÁŒÔÏÒÕ ÆÒÁÎÃÕÚÓËÉÈ, Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ, ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏŒ; Ï ÎčÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ Œ ÓÔÁÔØÅ á. â. óÏÓÉÎÓËÉÊ \õÍÅÒ ÌÉ îÉËÏÌÁ âÕÒÂÁËÉ" íÁÔÅ- ÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓŒÅÝÅÎÉÅ, íãîíï, ŒÙÐ. 2, 1998). óÕÝÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ËÏÎÃÅÐÃÉÉ ËÒÁÔËÏ ŒÙÒÁÚÉÌ á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÌÏŒÁÈ: \óÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÒÁÚÄÅÌÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÚÁ- ÎÉÍÁÀÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍÉ Ë ÔÅÍ ÉÌÉ ÉÎÙÍ ÔÉÐÁÍ ÓÔÒÕËÔÕÒ. ëÁÖÄÙÊ ÒÏÄ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÁËÓÉÏÍ, ŒÙÒÁÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ."

ôÅÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÍÙ ÐÏÇÏŒÏÒÉÍ Ï ÎÅÊ ÐÏÚÖÅ É ÂÕÄÅÍ ËÁÓÁÔØÓÑ Åč ÌÉÛØ ÍÉÍÏÈÏÄÏÍ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÏÍ (ÐÏ ëÁÎÔÏÒÕ { çÉÌØÂÅÒÔÕ { âÕÒÂÁËÉ) ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÄÁÎÉÑ. îÁ ÐÅÒŒÏÍ ÜÔÁÖÅ ÜÔÏÇÏ ÚÄÁÎÉÑ ÒÁÚÍÅÝÁÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ. ôÁÍ ÅÓÔØ \ÎÁ- ÞÁÌØÎÁÑ ËÏÍÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ", ÇÄÅ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ÏÂSSÅËÔÙ Ó ÏÄÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ (ËÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÁÂÅÌÅŒÙ ÇÒÕÐÐÙ), Ó ÄŒÕÍÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ (ËÁË ËÏÌØÃÁ É ÐÏÌÑ), ÅÓÔØ ÐÏÍÅÝÅÎÉÅ ÄÌÑ ÐÏÒÑÄ- ËÏŒÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ, ÄÌÑ ÏÂÝÅÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ (ÇÄÅ ÉÚÕÞÁÀÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÏÌÎÏÔÙ, ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ, ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÏÓÔÉ É Ô. Ð.). ôÁÍ ÖÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÍÎÁÔÁ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ó ÍÅÒÏÊ (Ï ÎÅÊ ÐÏ- ÇÏŒÏÒÉÍ, ËÏÇÄÁ ËÏÓÎčÍÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ). îÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÜÔÁÖÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔÓÑ. ôÁÍ É ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ ÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÚÄÅÓØ ÉÚÕÞÁÌÉ | Œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÑÄÏË É ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ.

äÏËÁÖÅÍ ÄŒÅ ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.2. (ðÉÆÁÇÏÒ (?)). îÅÔ ÄÒÏÂÉ, ËÏÔÏÒÁÑ Œ ËŒÁÄÒÁÔÅ ÒÁŒÎÁ ÄŒÕÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÉŒÅÄčÍ ŒÓÅÍ ÉÚŒÅÓÔÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÉŒ ÅÇÏ Œ ÎÁÂÏÒ \ÎÁÄÐÉÓÁÎÎÙÈ" ÉÍÐÌÉËÁÃÉÊ (ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÈÏÄÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ ⇒ (\ÉÚ ... ÓÌÅÄÕÅÔ"), ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÄÐÉ- ÓÙŒÁÔØ ÓÓÙÌËÉ ÌÉÂÏ ÎÁ ÁËÓÉÏÍÙ, ÌÉÂÏ ÎÁ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÉÌÉ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÁÛÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ \ÏÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏÇÏ". äÏÐÕ- ÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÃÅÌÙÅ m É n, ÞÔÏ^m_n = √ 2 (^{ÁÒÉÆÍ1}⇒ m É n ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ, Ô. Å. ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ÏÂÝÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ) É ÔÏÇÄÁ:

m^2 n^2

= 2^{ÁËÓ1}⇒ m^2 = 2n^{2 ÁÒÉÆÍ2}⇒ m = 2k(k ∈ ZZ)^{ÁËÓ2}⇒ 4k^2 =

2n^{2 ÁËÓ3}⇒ 2k^2 = n^{2 ÁÒÉÆÍ2}⇒ n = 2l(l ∈ ZZ):

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ŒÚÁÉÍÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÔÅ m É n. ⊓⊔

óÉÍŒÏÌ ⊓⊔ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÎÅÃ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. îÁÛÉ ÓÉÍŒÏÌÙ ÁËÓ_i ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁËÓÉÏÍ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÙ ÏÐÅÒÉÒÏŒÁÌÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔØ ÔÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÄÅÓØ ÐÒÏÄÅÌÁÎÙ; ÁÒÉÆÍ_1 ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÉÚ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ^1, ÁÒÉÆÍ_2 | ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ ËŒÁ- ÄÒÁÔ ÎÅÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÞčÔÅÎ.

ïÔÒÅÚÏË [0; 1] ÐÒÑÍÏÊ IR ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÏÍ. âÕÄÅÍ ÉÎÏÇÄÁ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÔØ ÅÇÏ I.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.3. (ëÁÎÔÏÒ). ëÏÎÔÉÎÕÕÍ ÎÅÌØÚÑ ÐÅÒÅÓÞÉÔÁÔØ.

þÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÇ ÓÌÙÛÁÔØ ÉÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ: ÍÏÝ- ÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ ÂÏÌØÛÅ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ | Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÒÁÚÄÅÌÏŒ ÜÔÉ ÔÅÒÍÉÎÙ ÂÕÄÕÔ ÒÁÚSSÑÓÎÅÎÙ, ÎÏ ÄÌÑ ÎÁÓ ÓÅÊÞÁÓ ŒÁÖÅÎ ÍÅÔÏÄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ | ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÊ (ËÁÎÔÏÒÏŒÓËÉÊ) ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÎÏŒÁ ÂÕÄÅÍ ŒÅÓÔÉ ÏÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏÇÏ.

ðÕÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ ÐÅÒÅÓÞÉÔÙŒÁÅÍ É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {a^j }_{j∈IN}; a^j ∈ I ÅÇÏ ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÅÔ. ðÕÓÔØ 0:a^j_1; a^j_2; : : : ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ, ÎÅ ÏËÁÎ- ÞÉŒÁÀÝÁÑÓÑ ÏÄÎÉÍÉ ÄÅŒÑÔËÁÍÉ, ËÏÔÏÒÁÑ (ÐÏ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÕ) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÞÉÓÌÏ a^j . ðÏÌÏÖÉÍ —a^j ÒÁŒÎÙÍ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÅÓÌÉ a^j ≠ 1 É ÒÁŒÎÙÍ ÄŒÕÍ, ÅÓÌÉ a^j = 1. ôÏÇÄÁ 0:—a^1; —a^2; : : :; —a^j : : : ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÉÚ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ, ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÅ ÎÉ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÞÉÓÅÌ a^j . ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

1.2. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÏÌÑ C ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

òÁÓÛÉÒÉÍ ÞÉÓÌÏŒÏÅ ÐÏÌÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C. üÔÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ: ÐÏÌÅ IR ÒÁÓÛÉÒÑÅÔÓÑ ŒŒÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÒÎÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^2 + 1 = 0.óÒÅÄÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅÔ ÔÁ- ËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ËÏÒÎÅÍ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. ðÒÉ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÉ ÔÁ- ËÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ (ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ) ËÏÒÎÅÍ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÓÉÍŒÏÌ i. îÁÚÏŒÅÍ ÅÇÏ ÍÎÉÍÏÊ ÅÄÉÎÉÃÅÊ. á ÄÁÌØÛÅ ÐÏÓÔÕÐÉÍ ÔÁË, ËÁË ÐÏÓÔÕÐÁÀÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÓÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÒÏÑÔ \ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ". á ÉÍÅÎÎÏ, ÂÕÄÅÍ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ŒÉÄÁ a_0 +a_1i+a_2i^2 +· · ·+a_ni^n; a_i ∈ IR. îÏ ŒÅÄØ ÍÙ ÕÓÌÏŒÉÌÉÓØ, ÞÔÏ i^2 = −1, ÏÔËÕÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÕÍÍÕ ŒÉÄÁ z = x + iy, ÇÄÅ x É y - ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ (ÐÒÉ ÜÔÏÍ z = x + iy = 0 ⇔ x = y = 0). ôÁËÉÅ ÓÉÍŒÏÌÙ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ , ŒÙÞÉÔÁÔØ, ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ É ÄÅÌÉÔØ. åÓÌÉ z_1 = x_1 + iy_1; z_2 = x_2 + iy_2, ÔÏ

z_1 ± z_2 := (x_1 + x_2) ± i(y_1 + y_2); z_1z_2 := (x_1x_2 − y_1y_2) + i(x_1y_2 + x_2y_1);

Á ÅÓÌÉ z_2 ≠ 0, ÔÏ

(z_1 : z_2) :=

(x_1x_2 + y_1y_2) + i(x_2y_1 − x_1y_2) x^2 + y^2 : 1îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔØ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÏÓÔØ ÎÅ ÎÕÖÎÁ.

ðÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÁÑ C, ÂÕÄÅÔ ÏÂÌÁÄÁÔØ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ, ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ, ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏ- ÓÔÉ, Ô. Å. C | ÜÔÏ ÐÏÌÅ.

îÏ ÍÏÖÎÏ, ÓÌÅÄÕÑ ÓÔÁÒÏÊ ÔÒÁÄÉÃÉÉ, ÉÓÈÏÄÑÝÅÊ ÅÝč ÏÔ çÁÕÓÓÁ, ÉÚÂÒÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÅÔÏÄ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÏÌÑ C. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÉÚÏ- ÂÒÁÖÁÔØ ÎÁ ÄÅËÁÒÔÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ e_1 = (1; 0); e_2 = (0; 1). åÓÌÉ ÐÅÒŒÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ËÁË 1, Á ŒÔÏÒÏÊ | ÂÕËŒÏÊ i, ÔÏ ÔÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ z = xe_1 + ye_2 ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ, ËÁË x + iy. þÉÓÌÏ x − iy ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍ ÞÉÓÌÕ z = x + iy É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ —z. œÅÌÉÞÉÎÕ r = |z| = √ z—z = √ x^2 + y^2 (z = x + iy) ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÍÏÄÕÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉ- ÓÌÁ z (ÔÅÒÍÉÎÙ \ÍÏÄÕÌØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ" É \ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ" ŒŒčÌ ëÏÛÉ). õÇÏÌ ’ (Á ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÕÇÌÏŒ, ÏÔÌÉÞÁÀ- ÝÉÈÓÑ ÎÁ 2ın; n ∈ ZZ), ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒÏÍ (x; y) Ó ÏÓØÀ Ox ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ z. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, z = r(cos’ + i sin ’).

þÉÓÌÁ ÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ, ËÁË ŒÅËÔÏÒÙ, Á ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ, ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÑ ÍÏÄÕÌÉ É ÓËÌÁÄÙŒÁÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ: ÅÓÌÉ z_k = r(cos ’_k + i sin ’_k); k = 1; 2, ÔÏ z_1z_2 = r_1r_2(cos(’_1 + ’_2) + i sin(’_1 + ’_2)). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁ íÕÁŒÒÁ: ÅÓÌÉ z = r(cos ’ + i sin ’), ÔÏ z^n = r^n(cos n’ + i sin n’).

1.3. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÅÌÁ H ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ.

ðÏÓÌÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ É ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÇÌÏ ÓÏÚÄÁÔØÓÑ ŒÐÅ- ÞÁÔÌÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ É Œ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ É Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ Â«ÏÌØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ. îÏ ÜÔÏ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÎÅ ÔÁË. œÙ- ÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ, ÓÈÏÄÎÙÅ^2 Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÏÌØËÏ Œ ÞÅ- ÔÙÒčÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ïÎÉ ÂÙÌÉ ÏÔËÒÙÔÙ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÉÒÌÁÎÄ- ÓËÉÍ ÕÞčÎÙÍ çÁÍÉÌØÔÏÎÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ ÂÁÚÅ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÓÏÚÄÁÌ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ, ÉÇÒÁÀÝÅÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÆÉÚÉËÅ É ÔÅÈÎÉËÅ. ðÏÚÎÁ- ËÏÍÉÍÓÑ ŒËÒÁÔÃÅ Ó ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁÍÉ É ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ.

åÓÌÉ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÌÁÓØ ÏÄÎÁ ÍÎÉÍÁÑ ÅÄÉÎÉÃÁ, ÔÏ ÄÌÑ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÎÕÖÎÙ ÔÒÉ ÅÄÉÎÉÃÙ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ ÔÁË, ËÁË ÜÔÏ ÐÒÉÎÑÔÏ ÓÏ ŒÒÅÍčÎ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ| ÖÉÒÎÙÍÉ ÂÕËŒÁÍÉ i, j, k (ŒÅÄØ ÏÎÉ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÞÉÓÌÁ, ÎÏ É (ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÅÄÉÎÉÃÅÊ) ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÞÅ- ÔÙÒčÈÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ). ïÎÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÎÉÍÙÍÉ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁÍÉ. ôÁË ÞÔÏ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ q = a + b_1i + b_2j + b_3k. ïÎÏ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÞÁÓÔØ (ÞÉÓÌÏ a, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÍ, ËÁË É Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Req É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔØ Imq = b_1i+b_2j+b_3k, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ŒÅËÔÏÒÏÍ b = (b_1; b_2; b_3).

îÁÍ ÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ. óÌÏ- ÖÅÎÉÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ, ËÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ïÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ.

á ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÎÁÄÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁÂÌÉÃÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ 1,i; j; k.

ðÒÁŒÉÌÁ ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ ÐÒÏÓÔÙ.

2É ÔÏ ÎÅ ÄÏ ËÏÎÃÁ | ÎÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ, Á ÐÏÌÅ ÂÅÚ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÅÌÏÍ

1) åÄÉÎÉÃÁ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÁÑ (ÓÐÒÁŒÁ ÉÌÉ ÓÌÅŒÁ) ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÍÎÉÍÙÊ ËŒÁÔÅÒ- ÎÉÏÎ, ËÁË É ÐÏÌÏÖÅÎÏ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÅÇÏ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ.

2) ëŒÁÄÒÁÔÙ ÍÎÉÍÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÒÁŒÎÙ −1.

3) õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÎÉÍÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÎÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ, Á \ÁÎÔÉËÏÍÍÕ- ÔÁÔÉŒÎÏ": ÐÒÉ ÐÅÒÅÍÅÎÅ ÍÅÓÔ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÞÉÓÌÏ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ −1.

4) õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÎÉÍÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ ÐÏÄÞÉÎÅÎÏ ÃÉËÌÉ- ÞÅÓËÏÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ: i · j = k; j · k = i; k · i = j.

œÏÔ ÔÅÐÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏŒÙ ŒÙÐÉÓÁÔØ ŒÓÀ ÔÁÂÌÉÃÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ 4 × 4.

1 · 1 = 1; i · 1 = i; j · 1 = j; k · 1 = k;

1 · i = i; i · i = −1; j · i = −k; k · i = j;

1 · j = j; i · j = k; j · j = −1; k · j = −i;

1 · k = k; i · k = −j; j · k = i; k · k = −1:

õÍÎÏÖÅÎÉÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ. óËÁÌÑÒÎÏÅ, ŒÅËÔÏÒÎÏÅ É ÓÍÅÛÁÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÄŒÁ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁ q = a_1 + b_1i + b_2j + b_3k É q^′ = a^′_1 + b^′_1i + b^′_2j + b^′_3k. ðÅÒÅÍÎÏÖÉÍ ÉÈ, ÓÌÅÄÕÑ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ. îÁÐÉÛÅÍ ÏÔ- ÄÅÌØÎÙÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ É ÍÎÉÍÙÈ ÞÁÓÔÅÊ: Reqq^′ = a_1a^′_1 − b_1b^′_1 − c_1c^′_1 − d_1d^′_1 = a_1a^′_1 − b · b^′, Ô. Å. ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÒÁŒÎÁ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÍÉÎÕÓ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÁ ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ: Imqq^′ = a_1Imq^′ + a^′_1Imq + [Imq; Imq^′], ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ [b; b^′] ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ b É b^′, Ô. Å. ŒÅËÔÏÒ i | | | | b_2 b_3 b^′_2 b^′_3 | | | | − j | | | | b_1 b_3 b^′_1 b^′_3 | | | | + k | | | | b_1 b_2 b^′_1 b^′_2 | | | | : âÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ Ï ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁÈ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂ ÉÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÔÅÒ- ÐÒÅÔÁÃÉÉ ÓÍ. Œ ÂÒÏÛÀÒÅ œ. é. áÒÎÏÌØÄÁ çÅÏÍÅÔÒÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ É ÓÐÉÎÏŒ. í. éÚÄ. íãîíï, 2002.

1.4. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ: ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÅ ÞÉÓÌÁ

þÉÓÌÏ ß.

ß | ÔpÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, pÁŒÎÏÅ 3.141592653589793285..., ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÉÎÙ

ÏËpÕÖÎÏÓÔÉ Ë ÄÉÁÍÅÔpÕ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÔÁÌÏ ÏÂÝÅÐpÉÎÑÔÙÍ ÐÏÓÌÅ pÁÂÏÔÙ üÊÌÅpÁ 1736 Ç., Á ŒÐÅpŒÙÅ ÏÎÏ ÐÏÑŒÉÌÏÓØ Õ õ. äÖÏÎÓÁ (1706 Ç.)).

þÉÓÌÏ ß, ÐÏÖÁÌÕÊ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÞÁÓÔÏ ŒÓÔpÅÞÁÅÔÓÑ Œ pÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÏp- ÍÕÌÁÈ ÓpÅÄÉ ŒÓÅÈ ÄpÕÇÉÈ ÞÉÓÅÌ. ïÎÏ ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ pÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÐpÅÄÅÌÅÎÉÊ É ÐpÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. œÏÔ ÎÅËÏÔÏpÙÅ ÉÚ ÎÉÈ:

| ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ËpÕÇÁ Ë ËŒÁÄpÁÔÕ ÅÇÏ pÁÄÉÕÓÁ; | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÏŒÅpÈÎÏÓÔÉ ÓÆÅpÙ Ë ËŒÁÄpÁÔÕ Å-e ÄÉÁÍÅÔpÁ;

1. þéóìïœùå óéóôåíù 11

| ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ôp-eÈ ÞÅÔŒÅpÔÅÊ ÏÂSS-eÍÁ ÛÁpÁ Ë ËÕÂÕ ÅÇÏ pÁÄÉÕÓÁ; (OÂSS-eÍÙ ÛÁpÏŒ É ÓÆÅp Œ Â«oÌØÛÉÈ pÁÚÍÅpÎÏÓÔÑÈ ÔÁËÖÅ ÓÏÄÅpÖÁÔ ÞÉÓÌÏ ß). œÏÔ pÑÄÙ, ÐpÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ß:

ß = 4(1 − 1 3 + 1 5 − 1 7 + :::)

(pÑÄ ìÅÊÂÎÉÃÁ-çpÅÇÏpÉ); ß = ( 6(1 + 1 4 + 1 9 + 1 16 + :::)

)_{1=2}

(üÊÌÅp). (úÎÁÞÅÎÉÑ ı-ÆÕÎËÃÉÉ òÉÍÁÎÁ ı(x) = ∑ k≥0 1 kx ÐpÉ x = 2s; s ∈ IN ÓÏÄÅpÖÁÔ ß Œ ÓÔÅÐÅÎÉ 2s).

ß | ÞÉÓÌÏ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÅ (ìÉÎÄÅÍÁÎÎ (1982)). þÉÓÌÏ e.

e | ÔpÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, pÁŒÎÏÅ 2.7182818284590452354..., ÐpÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔÉ xn = (1 +^1_n )^n ÐpÉ n ÓÔpÅÍÑÝÅÍÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÄÁÌ üÊÌÅp. þÉÓÌÏ e ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏŒÁÎÉÅÍ ÎÁÔÕpÁÌØÎÙÈ ÌÏÇÁpÉÆÍÏŒ. éÎÏÇÄÁ (ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÎÏ) ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÎÅÐÅpÏŒÙÍ (Œ ÞÅÓÔØ îÅÐÅpÁ | ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÉÚÏÂpÅÔÁÔÅÌÅÊ ÌÏÇÁpÉÆÍÏŒ; îÅÐÅp ÐÏÌØÚÏŒÁÌÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÐpÉÂÌÉ- ÖÅÎÉÅÍ ÞÉÓÌÁ e: x10000000 = (1 +^1_{1000000} )^{1000000} = 2:718281693:::).

þÉÓÌÏ e ÉÍÅÅÔ ÔÁËÏÅ ÇÅÏÍÅÔpÉÞÅÓËÏÅ ÏÐpÅÄÅÌÅÎÉÅ: ÜÔÏ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ËpÉŒÏÌÉÎÅÊÎÏÊ ÔpÁÐÅÃÉÉ, ÏÇpÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÓØÀ OX, ÇpÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ y =^1_x É ÄŒÕÍÑ ŒÅpÔÉËÁÌØÎÙÍÉ ÐpÑÍÙÍÉ, ÐpÏŒÅÄčÎÎÙÍÉ Œ ÅÄÉÎÉÃÅ É ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÅ, pÁŒÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ.

ïÇpÏÍÎÁÑ pÏÌØ ÞÉÓÌÁ e Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) = e^x ÉÎ- ŒÁpÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÆÆÅpÅÎÃÉpÏŒÁÎÉÑ: f^′(x) = f(x). œ ÓÉÌÕ ÜÔÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐpÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ:

e = 1 + 1 1! + 1 2! + 1 3! + 1 4! + ::: :

ôÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔØ e ÂÙÌa ÄÏËÁÚÁÎa û. üÒÍÉÔÏÍ. ëÏpÅÎØ ÉÚ ÄŒÕÈ. √ 2| ÉppÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, pÁŒÎÏÅ 1.414213562.... üÔÏ ÞÉÓÌÏ, ËŒÁÄpÁÔ ËÏÔÏpÏÇÏ

pÁŒÅÎ ÄŒÕÍ. ïÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ eÝe 2^{1=2} . ðÏÍÉÍÏ ÄÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÁpÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐpÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄpÕÇÉÈ | ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ. ôÁËÏŒÙ

| ÇÅÏÍÅÔpÉÞÅÓËÏÅ ÏÐpÅÄÅÌÅÎÉÅ: √ 2 | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ËŒÁÄpÁÔÁ Ë ÅÇÏ ÓÔÏpÏÎÅ;

| ÁÌÇÅÂpÁÉÞÅÓËÏÅ: √ 2 | pÅÛÅÎÉÅ ÕpÁŒÎÅÎÉÑ x^2 − 2 = 0 (ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ √ 2 | ÁÌÇÅÂpÁÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ);

| ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ: √ 2 ÅÓÔØ ÐpÅÄÅÌ ÉÔÅpÁÔÉŒÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ: xn+1 =^1_2 (xn + 2 xn ); n ≥ 2; x1 | ÌÀÂÏÅ (ÅÓÌÉ ÎÁÞÁÔØ Ó x1 = 1, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x2 = 3 2 = 1:5; x3 =^{17}_{12} = 1:41(6); x4 =^{577}_{408} = 1:414215686; x5 =^{665557}_{470832} = 1:414213562:::...). √ 2 ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÃÅÐÎÕÀ ÄÒÏÂØ: 1 +^1 2 + 1 2 + 1 2 + :::

. ðÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ÄpÏÂÉ

ÏÂpÁÚÕÀÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐpÁŒÉÌÕ: zn = yn + 1; yn+1 =^1_{2+yn} ; n ≥ 2; y1 = 0; ÐÅpŒÙÅ ÐÏÄÈÏ- ÄÑÝÉÅ ÄpÏÂÉ ÔÁËÏŒÙ: 1;^3_2 = 1:5;^7_5 = 1:4;^{17}_{12} = 1:41(6) É Ô. Ä. ïÐÉÓÁÎÎÁÑ ÉÔÅÒÁÔÉŒÎÁÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ (xn+1 = f(xn), f(x) =^1_{2+x} ) ÐÏÌÕÞÉÌÁ ÏÞÅÎØ ÄÁÌÅËÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ | ÔÁË ÎÁÚÙ- ŒÁÅÍÙÊ ÐÒÉÎÃÉÐ ÓÖÉÍÁÀÝÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.

éppÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ËÏpÎÑ ÉÚ ÄŒÕÈ ÂÙÌÁ ŒÐÅpŒÙÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ Œ ÛËÏÌÅ ðÉÆÁÇÏpÁ. ïÄÎÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ ÉppÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ËÏpÎÑ ÉÚ ÄŒÕÈ ÂÙÌÏ ÐpÉŒÅÄÅÎÏ ŒÙÛÅ.