2. îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ É ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ

2.1. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

ðÒÉÍÅÒÏÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ IR: Œ IR ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÉ- ÓÔÅÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ), ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ: Á) ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É ŒÓč IR ÏÔËÒÙÔÙ, b) ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÔËÒÙÔÙ.

ïÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÁË: ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ Ó ËÁÖÄÏÊ ÓŒÏÅÊ ÔÏÞËÏÊ ¸ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÉÎÔÅÒŒÁÌ (¸−”; ¸+”) = {x ∈ IR | |x−¸| ¡ ”} ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ” ¿ 0 (ÚÁŒÉÓÑÝÅÍ ÏÔ ¸). ðÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.1. õÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÔÁË ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ Á) É b).

óËÁÚÁÎÎÏÅ ÐÏÂÕÖÄÁÅÔ ÄÁÔØ ÔÁËÏÅ ÏÂÝÅÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X É Œ ÎčÍ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ø, ÏÂÌÁÄÁ- ÀÝÁÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ: Á) ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É ŒÓč X ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ø, b) ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÚ ø É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÚ ø ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ø. ôÁËÁÑ ÐÁÒÁ (X; ø) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

íÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÚ ø ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ, ÉÈ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ | ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ.

ðÒÉÍÅÒ 2.1. ðÒÉÍÅÒÏÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ IR.

ðÏÍÉÍÏ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ ÉÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ IR^n .

þÔÏÂÙ ÂÙÌÏ ÕÄÏÂÎÅÅ, ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÂÕÄÕÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÎÏ Œ ŒÉÄÅ ÓÔÏÌÂÃÏŒ x1 . . xn É ŒÅÓØ ÎÁÂÏÒ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÏÄÎÏÊ ÂÕËŒÏÊ x. ôÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ

ŒÅËÔÏÒÁÍÉ. åÓÌÉ x ∈ IR^n, ÔÏ ÞÅÒÅÚ x^T ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏËÁ (x1; : : : ; xn). óÔÏÌÂÃÙ ÍÏÖÎÏ

ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ: ÅÓÌÉ x = x1 . . xn É

y = y1 . . yn , ÔÏ x + y = x1 + y1 . . xn + yn

, Á ÅÓÌÉ ff ∈ IR, ÔÏ ffx = ffx1 . . ffxn . ëÒÏÍÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ IR^n ŒÅËÔÏÒÏŒ-ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (IR^n)^′ ŒÅËÔÏÒÏŒ-ÓÔÒÏË. œÅËÔÏÒÙ ÉÚ IR^n ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ, ËÁË ÍÁÔÒÉÃÙ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ É n ÓÔÒÏË, ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ (IR^n)^′ | ËÁË ÍÁÔÒÉÃÙ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ É n ÓÔÏÌÂÃÏŒ.

åÓÌÉ x ∈ (IR^n)^′ , a y ∈ IR^n, ÔÏ ÞÅÒÅÚ x·y ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÓÕÍÍÕ x1y1 +: : :+xnyn (ÜÔÏ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÁŒÉÌÕ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ). œÅÌÉÞÉÎÕ √ x^T · x ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ |x| É ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÍÏÄÕÌÅÍ ŒÅËÔÏÒÁ x.

ðÒÉÍÅÒ 2.2. ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ IR^n É (IR^n)^′. îÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ IR^n , Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ ÓŒÏÅÊ ÔÏÞËÏÊ ¸ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔËÒÙÊ ÛÁÒ U(¸; ”) = {x ∈ IR^n | |x − ¸| ¡ ”} Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ¸ ÒÁÄÉÕÓÁ ” ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ” ¿ 0 (ÚÁŒÉÓÑÝÅÍ ÏÔ ¸) ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

2. îåðòåòùœîïóôø é ëïíðáëôîïóôø 13

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÁÖÎÙÈ ÄÌÑ ÎÁÓ Œ ÂÕÄÕÝÅÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÄÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2. íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÐÁÒÅ (x1; x2) ∈ X × X ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ d(x1; x2) (ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ x1 ÄÏ x2), ÒÁŒÎÏÅ ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ É ÌÉÛØ ÅÓÌÉ x1 = x2, ÏÂÌÁÄÁ- ÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ d(x1; x2) = d(x2; x1) (ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x1 É x2) É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ: d(x1; x3) ≤ d(x1; x2) + d(x2; x3) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x1; x2; x3.

íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÎčÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ, ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ ÓŒÏÅÊ ÔÏÞËÏÊ ¸ ÓÏÄÅÒÖaÔ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ U(¸; ”) = {x | d(x; ¸) ¡ ”) (Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ¸ ÒÁÄÉÕÓÁ ” ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ” ¿ 0, ÚÁŒÉÓÑÝÅÍ ÏÔ ¸).

ðÒÉÍÅÒ 2.3. ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÍÏÇÕÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÐÒÑÍÁÑ IR (c d(x; y) = |x − y|) É n-ÍÅÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ IR^n ÉÌÉ (IR^n)^′ Ó d(x; y) = |x − y| = ( ∑_n

i=1(xi − yi)^2 )^{1=2}.

òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ (IR^n É (IR^n)^′) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÀ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ-ÓÔÒÏË x = (x1; : : : ; xn), ÏÓÎÁÝčÎÎÙÈ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ⟨x; y⟩ =

∑_n k=1 xkyk . üÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ E^n.

ïÎÏ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ Ó d(x; y) = √ ⟨x − y; x − y⟩.

ïÓÎÏŒÎÙÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ ÉÚÕÞÅÎÉÑ Œ ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÅ ÂÕÄÕÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÞÅÓËÉÈ ÉÌÉ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ.

ðÏÎÑÔÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (ËÁË É ÐÏÎÑÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ) ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÞÉÓÌÕ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÐÏÎÑÔÉÊ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. åÓÌÉ ÄÁÎÙ ÄŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X É Y , ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÚ X Œ Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ f, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ x ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÓÏ- ÏÔÎÅÓÅÎÏ ÌÉÂÏ ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÌÉÂÏ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ f(x) ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Y . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÉÛÕÔ: f : X → Y . (éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f : X → Y ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÐÁÒ (x; y) | ÉÎÁÞÅ | ÄÅËÁÒÔÏŒÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ X × Y | ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÏÍÕ x ∈ X ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÌÉÂÏ ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÌÉÂÏ ÏÄÎÁ ÐÁÒÁ (x; y); ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÐÁÒ (x; f(x)) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆÉËÏÍ f.) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ X Œ IR ÉÌÉ C ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÍÉ, Á ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ X = IR^n, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ domf ⊂ X ÔÅÈ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f(x) ≠ ∅, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ f; ÅÓÌÉ A ⊂ X, ÔÏ {y ∈ Y | ∃x ∈ A : y = f(x)} ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ A ⊂ X ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f(A)), Á {x ∈ X | f(x) ∈ B} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏÍ B ⊂ Y (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f^{−1}(B)).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.3. ðÕÓÔØ (X1; ø1) É (X2; ø2 ) | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ïÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ f : X1 → X2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÚ ø2 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ø1 (\ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÔËÒÙÔ"). æÕÎËÃÉÑ f : X → IR (ÇÄÅ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÓÎÉÚÕ (ÓŒÅÒÈÕ), ÅÓÌÉ Åč ÌÅÂÅÇÏŒÓËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Lff (f) = {x | f(x) ≤ ff} (Mff(f) = {x | f(x) ≥ ff}) ÚÁÍËÎÕÔÙ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ff ∈ IR.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÕÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ É ÓŒÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X_1 → X_2 (ÏÄÎÏÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÄÒÕÇÏÅ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ Œ ÔÏÞËÅ ¸, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄčÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ÔÏÞËÉ ¸ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ V , ÔÏ |f(x) − f(¸)| ¡ ”. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ X.

œ ÓÌÕÞÁÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁŒÎÏ- ÓÉÌØÎÏ ÂÏÌÅÅ ÐÒÉŒÙÞÎÏÍÕ | Ó ” − ffi.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.4. ðÕÓÔØ (X; d) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É f | ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ X. ïÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ Œ ÔÏÞËÅ ¸ ∈ X, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄčÔÓÑ ffi ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ d(x; ¸) ¡ ffi, ÔÏ |f(x) − f(¸)| ¡ ”. åÓÌÉ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ⊂ X, ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÎÁ A.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ X É Y | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É f : X → Y , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 2.3 É 2.4 ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

œÁÖÎÅÊÛÉÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C([a; b]) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÇÄÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ:^3

d(f; g) = max_{x∈[a;b]}|f(x) − g(x)|.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.5. ðÕÓÔØ (X; d) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ {xn }n∈IN ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ, eÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ x ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ limn→∞ d(xn; x) = 0; ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄčÔÓÑ ÎÏÍÅÒ N ∈ IN ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n; m ¿ N, ÔÏ d(xm; xn) ¡ ”.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.6. íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (X; d) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÎčÍ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ.

ðÒÉÍÅÒÏÍ ÐÏÌÎÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ËÁË ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÅÒ- ŒÏÊ ÇÌÁŒÙ, ÐÒÑÍÁÑ IR. éÚ ÓŒÏÊÓÔŒ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ IR^n É (IR^n)^′ (Ó ŒŒÅÄÅÎÎÙÍÉ ŒÙÛÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ÎÁ ÎÉÈ), ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍÉ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ.

éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ŒÁÖÎÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 2.1 (œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ). ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C([a; b]) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ: d(x(·); y(·)) = max_{t∈[a;b]}|x(t) − y(t)|

(Ô. Å. ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÏÌÎÏÔÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ðÕÓÔØ {fn(·)}n∈IN { ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ N ∈ IN, ÞÔÏ d(fn; fm) ¡ ” ∀n; m ¿ N. éÚ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ x ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ {fn(x)}n∈IN ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ. úÎÁÞÉÔ, ÐÏ ÁËÓÉÏÍÅ ëÏÛÉ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ f(x).

ðÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ f(·) { ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ. ðÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄÅÍ ÔÁËÏÅ N, ÞÔÏÂÙ ÉÚ n; m ¿ N ÓÌÅÄÏŒÁÌÏ ÂÙ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

|fn(x) − fm(x)| ¡ ”=3; n; m ¿ N; ∀x ∈ [a; b]:

ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ m → ∞, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

|f(x) − fn(x)| ≤ ”=3 ∀x ∈ [a; b]: (i)

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ x0 ∈ [a; b] É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ x0. BÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØÀ fn, ÐÏ ” ÎÁÊÄÅÍ ffi ¿ 0 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ

|fn(x) − fn(x0)| ≤ ”=2 |x − x0| ¡ ffi: (ii)

œ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

|f(x) − f(x0)| ≤ |f(x) − fn(x)| + |fn(x) − fn(x0)| + |fn(x0) − f(x0)|^{(i);(ii)}≤ ”;

Ô. Å. f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ x0. ⊓⊔

3äÏÓÔÉÖÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ É ÍÉÎÉÍÕÍÁ, ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÕÔØ ÄÁÌÅÅ.

2. îåðòåòùœîïóôø é ëïíðáëôîïóôø 15

2.2. ëÏÍÐÁËÔÙ. óŒÏÊÓÔŒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.7. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÙÍ (ÉÌÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ËÏÍÐÁËÔÏÍ), ÅÓÌÉ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ X (Ô. Å. ÐÏËÒÙÔÉÑ X ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ) ÍÏÖÎÏ ÉÚŒÌÅÞØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.8. ðÕÓÔØ (X; d) | ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÉÌÉ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ËÏÍÐÁËÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÉÚŒÌÅÞØ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

äÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ: ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ É ÄÌÑ ÏÂÝÉÈ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ É ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ (ÏÂÝÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÂÕÄÕÔ ÏÂÙÞÎÏ ÎÅ ÓÌÏÖÎÅÅ).

ôÅÏÒÅÍÁ 2.2 (âÏÌØÃÁÎÏ { œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ Ï ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ). éÚ ÌÀ- ÂÏÊ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÔÒÅÚËÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. úÄÅÓØ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ âÏÌØÃÁÎÏ-œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ É ÐÏÌÎÏ- ÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÎÏ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÄÁÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÐÒÏËÌÁÄÙŒÁÀÝÅÅ ÐÕÔØ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÔÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒ ÓÅÂÑ Œ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË ÜÔÏ [0; 1]. ðÕÓÔØ {xn}n∈IN | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÍÅÔÏÄ ÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÐÏÌÁÍ (ÆÁËÔÉ- ÞÅÓËÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔ ŒÙŒÏÄ ÁËÓÉÏÍÙ âÏÌØÃÁÎÏ-œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÉÚ ÁËÓÉÏÍÙ ëÁÎÔÏÒÁ).

îÁ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏŒ [0;^1_2 ] ÉÌÉ [^1_2 ; 1] ÌÅÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ. œÙÂÅÒÅÍ ÅÇÏ, ŒÙÂÅÒÅÍ ÐÅÒŒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ŒÙÂÒÁÎÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ É ÄÁÌÅÅ Ó ŒÙÂÒÁÎÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÐÏÓÔÕÐÉÍ, ËÁË ÉÚÎÁ- ÞÁÌØÎÏ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ. é ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ðÏÌÕÞÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ´0 = [0; 1] ⊃ ´1 ⊃ ´2 ⊃ : : :, ÄÌÉÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ É ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ xn_k ∈ ´k . ðÏ ÁËÓÉÏÍÅ ëÁÎÔÏÒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ¸, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ŒÓÅÍ ÏÔÒÅÚËÁÍ. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄčÔÓÑ ÞÉÓÌÏ N ∈ IN ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ ÏÔÒÅÚËÉ ´k ÐÒÉ k ≥ N ÂÕÄÕÔ ÌÅÖÁÔØ Œ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (¸ − ”; ¸ + ”), ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ |xn_k − ¸| ¡ ” ÐÒÉ k ≥ N, Ô. Å. (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÅÄÅÌÁ) limk→∞ xn_k = ¸. ⊓⊔

ôÅÏÒÅÍÁ 2:2^′ (ïÂÏÂÝčÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ âÏÌØÃÁÎÏ { œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ Ï ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÐÏÄÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ). éÚ ÌÀÂÏÊ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ËÏÍÐÁËÔÏÍ, ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ (X; d) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ B(¸; r) = {x ∈ X | d(x; ¸) ≤ r ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ÚÁÍËÎÕÔÙÍ) ÛÁÒÏÍ ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ¸.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÂÏÂÝčÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÏ ÓÈÅÍÅ \ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ". óÉÓÔÅÍÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÛÁÒÏŒ {U(x; 1)}x∈X | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ X. œÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ÎÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ É ÓÒÅÄÉ ÜÔÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÛÁÒÏŒ ÒÁÄÉÕÓÁ ÅÄÉÎÉÃÁ ŒÙÂÅÒÅÍ ÛÁÒ U(¸1; 1), ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÉÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. úÁÔÅÍ ŒÏÚØÍčÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ B(¸1; 1) (ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ A1) É ÔÏÞËÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ xn_1 , ÅÍÕ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁ- ÝÕÀ. ðÏËÒÏÅÍ ÔÅÐÅÒØ X ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÛÁÒÏŒ {U(x;^1_2 )}x∈X ÐÏÌÏŒÉÎÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ É ŒÙÂÅÒÅÍ ÔÏÔ ÛÁÒ U(¸2;^1_2 ), ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ó A1 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ A1 Ó B(¸;^1_2 ) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ A2 É ŒÏÚØÍčÍ Œ A2 ÔÏÞËÕ xn_2 ; n2 ¿ n1 ÉÚ ÎÁÛÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. é ÄÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÐÏÓÔÕÐÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÂÅÒÑ ÛÁÒÙ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÛÁÇÅ ÐÏÌÏŒÉÎÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Œ ÓÒÁŒÎÅÎÉÉ Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ. ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {xn_k }k∈IN ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ. œ ÓÉÌÕ ÐÏÌÎÏÔÙ X ÏÎÁ ÓÈÏ- ÄÉÔÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ ¸ ∈ X. ⊓⊔

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ (X; d) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É f | ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ Œ ÔÏÞËÅ x_0, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {x_n}_{n∈IN}, ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ë x_0, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f(x_n)}_{n∈IN} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f(x_0) (ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ Œ ÌÅÍÍÅ çÅÊÎÅ).

ôÅÏÒÅÍÁ 2.3 (œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ Ï ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÉ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ É ÍÉÎÉÍÕÍÁ). îÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ ÎčÍ É ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁ ÎčÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f : [a; b] → IR ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ [a; b]. åÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË (ÐÕÓÔØ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÓÔÉ f ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ), ÔÏ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË {xn }n∈IN ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(xn) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÏÌØÃÁÎÏ { œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {xn_k }k∈IN ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ limk→∞ xn_k = ¸ ∈ [a; b]. îÏ ÔÏÇÄÁ (ÐÏ ÌÅÍÍÅ çÅÊÎÅ) limk→∞ f(xn_k ) = f(¸). ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ M | ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x^′_n}n→∞ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(x^′_n) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë M. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÏÌØÃÁÎÏ { œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ŒÙ- ÂÅÒÅÍ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x^′_{nk} }, ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÔÒÅÚËÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ (ÐÏ ÌÅÍÍÅ çÅÊÎÅ) ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÏ M. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ É ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÔÁËÖÅ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ. ⊓⊔

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.4. ëÏÍÐÁËÔÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ IR^n | ÜÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÌÑ ÐÒÑÍÏÊ. ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ìÅÍÍÁ 2.5. íÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÅÓÌÉ É ÌÉÛØ ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÓŒÏÉ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. 1) ðÕÓÔØ A ÚÁÍËÎÕÔÏ, Ô. Å. ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë A ÏÔËÒÙÔÏ. åÓÌÉ ^x | ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÔÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ∈ IN ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÏÞËÁ xn ∈ A \ {^x} ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ |xn − ^x| ¡^1_n , Á ÜÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÞÔÏ IR \ A | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ÅÓÌÉ ÄÏÐÕÓÔÉÔØ, ÞÔÏ ^x ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ A).

2) ðÕÓÔØ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓŒÏÉ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ É ^x ∈ IR \ A. ôÏÇÄÁ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÄÏÐÕ- ÓÔÉÔØ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÊ ÂÌÉÚÏÓÔÉ ÏÔ ^x ÂÕÄÕÔ ÔÏÞËÉ ÉÚ A, ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ^x, É ÚÎÁÞÉÔ, ÎÁÊÄčÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ” ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌ (^x − ”; ^x + ”) ⊂ IR \ A, Ô. Å. IR \ A ÏÔËÒÙÔÏ, Á ÔÏÇÄÁ A ÚÁÍËÎÕÔÏ.

á ÔÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÓÁÍÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ.

1) ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ É ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ | ËÏÍÐÁËÔÙ. äÌÑ ÄÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÇÏ ÐÏÍÅÝÁÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A Œ ÏÔÒÅÚÏË [−N; N] É ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÄÁÌÅÅ ÍÅÔÏÄ ÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÐÏÌÁÍ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ÐÅ- ÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ Ó A ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏËÒÙÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÏÞËÅ, ÑŒÌÑÀÝÅÊÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÄÌÑ A É ÚÎÁÞÉÔ (ÐÏ ÌÅÍÍÅ) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ A. îÏ ÔÏÇÄÁ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÄÌÑ ÏÔÒÅÚËÁ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÀ.

2) ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A | ËÏÍÐÁËÔ. ðÏËÒÏÅÍ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏÍ ÅÄÉÎÉÞ- ÎÏÊ ÄÌÉÎÙ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ É ŒÙÂÅÒÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÂ- ÎÁÒÕÖÉÔÓÑ, ÞÔÏ A ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ. åÓÌÉ ÖÅ ÄÏÐÕÓÔÉÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ¸ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ A, ÔÏ ÉÚ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÌÕÞÁÍÉ Un = {x | x ¿ ¸ + 1=n} É U^′_n = {x | x ¡ ¸ − 1=n} ÎÅÌØÚÑ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏ- ËÒÙÔÉÅ. ⊓⊔

ôÅÏÒÅÍÁ 2:3^′ (ïÂÏÂÝčÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ Ï ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ). åÓÌÉ X É Y | ÔÏ- ÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, f : X → Y | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ É A | ËÏÍÐÁËÔ, ÔÏÏÇÄÁ ÏÂÒÁÚ f(A) | ËÏÍÐÁËÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏËÒÏÅÍ f(A) ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ. éÈ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ | ÏÔËÒÙ- ÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ X. îÏ X | ËÏÍÐÁËÔ, ÚÎÁÞÉÔ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ {Vi }^N_{i=1} . ôÏÇÄÁ ÏÂÒÁÚÙ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ ÐÅÒŒÏÎÁ- ÞÁÌØÎÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ. ⊓⊔

óÌÅÄÓÔŒÉÅ (Ï ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÉ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ É ÍÉÎÉÍÕÍÁ). îÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ËÏÍÐÁËÔÁ | ËÏÍÐÁËÔ, Ô. Å. ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ IR. ïÎÏ ÉÍÅÅÔ ÓŒÏÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØ- ÎÕÀ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÔÏÞËÉ (ÉÂÏ ÏÔÒÅÚÏË | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ É ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓŒÏÀ ŒÅÒÈÎÀÀ É ÎÉÖÎÀÀ ÇÒÁÎÉ). ⊓⊔

2. îåðòåòùœîïóôø é ëïíðáëôîïóôø 17

ôÅÏÒÅÍÁ 2.6 (âÏÌØÃÁÎÏ { ëÏÛÉ Ï ÎÕÌÅŒÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ). îÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÏÔ- ÒÅÚËÅ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÎÁ ËÏÎÃÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁÚÎÙÈ ÚÎÁËÏŒ, ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÎÕÌÅŒÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒ ÓÅÂÑ Œ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÓÞÉÔÁÅÍ f(a) ¡ 0. ôÏÇÄÁ f(b) ¿ 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C = {c ∈ [a; b] | ∀x ∈ [a; c] : f(x) ¡ 0}. C ÎÅÐÕÓÔÏ, ÉÂÏ a ∈ C É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÓŒÅÒÈÕ (ÞÉÓÌÏÍ b). ðÏ ÁËÓÉÏÍÅ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÞÉÓÌÏ ^x, ÑŒÌÑÀÝÅ- ÅÓÑ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ C. åÓÌÉ ÄÏÐÕÓÔÉÔØ, ÞÔÏ f(^x) ¡ 0, ÔÏ ÉÚ-ÚÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ f ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ^x ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ C (ÐÒÏÄÕÍÁÊÔÅ ÜÔÏ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ f(^x) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. úÎÁÞÉÔ, f(^x) = 0. ⊓⊔

óÌÅÄÓÔŒÉÅ (Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ). æÕÎËÃÉÑ f ∈ C([a; b]) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÓÅ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑ Œ ÏÔÒÅÚËÅ [f(a); f(b)].

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ f(a) ¡ c ¡ f(b), ÎÁÄÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÕÎËÃÉÀ g(x) = f(x) − c É ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÎÅÊ ÔÅÏÒÅÍÕ 2.3.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.7. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÔÅÏÒÅÍÕ âÏÌØÃÁÎÏ { ëÏÛÉ Ï ÎÕÌÅŒÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ, ÏÓÎÏŒÙŒÁÑÓØ ÎÁ ÁËÓÉÏÍÅ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ 2.3 ÍÅÔÏÄÏÍ ÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÐÏÌÁÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. óŒÏÊÓÔŒÏ ÏÔÒÅÚËÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÙÌÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÏ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ âÏÌØÃÁÎÏ { ëÏÛÉ | ÜÔÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÄÎÏ- ŒÒÅÍÅÎÎÏ ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ, ËÁË ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔËÒÙÔÏ-ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ..

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË ÐÒÑÍÏÊ ÓŒÑÚÅÎ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÓŒÑÚÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ (ÏÂÏÂÝčÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ âÏÌØÃÁÎÏ { œÅÊ- ÅÒÛÔÒÁÓÓÁ).

2.3. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ: ÜÌÅÍÅÎÔÁpÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ËÒÉŒÙÅ

1. ìÉÎÅÊÎÙÅ É ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÒÑÍÁÑ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ. áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ.

ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ | ËÏÎÓÔÁÎÔÙ: y(x) = const; x ∈ IR ÉÌÉ an ≡ a; n ∈ IN. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ:

y = kx ÉÌÉ f(x) = kx: (1)

É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÉÄÁ an = kn. þÉÓÌÏ k Œ (1) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÐÒÏÐÏÒ- ÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒoÍ:

f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2): (2)

æÕÎËÃÉÉ y = kx+b ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ. çÒÁÆÉËÁÍÉ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ IR × IR ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÑÍÙÅ ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÏÓÉ ÏÒÄÉÎÁÔ. ïÂÝÅÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (x; y) ÔÁËÏÅ: ax + by = c:

2. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË (Œ ÛËÏÌÅ, ÇÏŒÏpÉÔÓÑ \ÇÅÏÍÅÔpÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË") ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÏÔ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ (ÏÔ ÅÅ ÃÅÎÔÒÁ) ÎÁ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ. äÌÑ ÃÅÎÔÒÁ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÏÇÏ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ r ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x^2 + y^2 = r^2 ÉÌÉ Œ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ: x = r cos ’; y = r sin ’; ’ ∈ [0; 2ß].

3. ðÁÒÁÂÏÌÁ. ðÁÒÁÂÏÌÁ, ÎÁÒÑÄÕ Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ, Á ÔÁËÖÅ ÜÌÌÉÐÓÏÍ É ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÊ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÞØ ŒÐÅÒÅÄÉ, | ÏÄÎÏ ÉÚ ËÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ, ÔÅÏÒÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÙÌÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ áÐÏÌÌÏÎÉÅÍ (∼ 260 { 190 ÄÏ Î.Ü.). ðÁÒÁÂÏÌÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÇÏ ËÒÕÇÏŒÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ŒÅÒÛÉÎÕ.

ðÁÒÁÂÏÌÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ, ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÒÁŒÎÏÕÄÁÌÅÎ- ÎÙÈ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÆÏËÕÓÁ ÐÁÒÁÂÏÌÙ) É ÐÒÑÍÏÊ (ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÄÉÒÅËÔÒÉ- ÓÏÊ).

çÒÁÆÉËÉ ÆÕÎËÃÉÊ, ÚÁÄÁÀÝÉÈÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ Ó ËŒÁÄÒÁÔÎÙÍ ÔÒÅÈÞÌÅÎÏÍ:

y = ax^2 + bx + c; a ≠ 0

ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÁÒÁÂÏÌÁÍÉ. éÍÉ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÐÕÔØ ÐÒÉ ÒÁŒÎÏÕÓËÏÒÅÎÎÏÍ ÄŒÉÖÅÎÉÉ:

-x = a =⇒ x(t) = at^2 2 + v0t + x0

(ÚÄÅÓØ a | ÕÓËÏÒÅÎÉÅ, v0 | ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ, x0 | ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÍ ÐÁÄÅÎÉÉ ÔÅÌ x(t) = −^{gt2}_2 + v0t + x0, ÚÄÅÓØ g ≈ 9:8Í=ÓÅË^2 | ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ÓÉÌÙ ÔÑÖÅÓÔÉ. üÔÏÔ ÚÁËÏÎ ÂÙÌ ÏÐÉÓÁÎ çÁÌÉÌÅÅÍ Œ 1638 ÇÏÄÕ Œ ÅÇÏ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ËÎÉÇÅ \âÅÓÅÄÙ".

4. üÌÌÉÐÓ | ÏÄÎÏ ÉÚ ËÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÐÒÑÍÏÇÏ ËÒÕÇÏŒÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍ ŒÓÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ËÏÎÕÓÁ. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÜÌÌÉÐÓ | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË, ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏ ÄŒÕÈ ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË (ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÆÏËÕÓÁÍÉ) ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ. ðÕÓÔØ ÆÏËÕÓÙ F1 É F2 pÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁ ÏÓÉ Ox ÐÏ pÁÚÎÙÅ ÓÔÏpÏÎÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏpÄÉÎÁÔ, Á ÏÓØ Oy ÎÁÐpÁŒÌÅÎÁ ÐÅpÐÅÎÄÉËÕÌÑpÎÏ ÏÓÉ Ox.

úÁÄÁÞÁ 2.1 (ÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÜÌÌÉÐÓÁ Œ ÓÉ- ÓÔÅÍÅ ËÏÏpÄÉÎÁÔ pÉÓÕÎËÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ:

x^2 a^2 + y^2 b^2

= 1: (4)

CÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (4) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ÜÌÌÉÐÓÁ.

5. çÉÐÅÒÂÏÌÁ. ôÁËÖÅ ÏÄÎÏ ÉÚ ËÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÐÒÑÍÏÇÏ ËÒÕÇÏŒÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍ ÞÁÓÔØ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÏÂÅÉÈ ÐÏÌ ËÏÎÕÓÁ. éÍÅÅÔ ÄŒÅ ŒÅÔŒÉ. ïÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÒÁÚÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ ÄÏ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÆÏËÕÓÁÍÉ, ÅÓÔØ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ.

úÁÄÁÞÁ 2.2 (ÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ (Œ ÔÅÈ ÖÅ ÏÓÑÈ, ÞÔÏ É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÜÌÌÉÐÓÁ) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ:

x^2 a^2 − y^2 b^2

= 1: (5)

çÉÐÅÒÂÏÌÁ (5) Ó a = b = r ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÂÏÞÎÏÊ. åÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÚÁÄÁÀÔ ÆÏÒÍÕÌÙ:

x = r ch t; y = r sh t; sh t = e^t − e^{−t} 2 ; ch t = e^t + e^{−t} 2 : äÒÕÇÁÑ ÆÏÒÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÚÁÄÁÀÝÅÇÏ ÒÁŒÎÏÂÏÞÎÕÀ ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ (ÎÏ ÐÏŒčÒÎÕÔÕÀ ÎÁ 45^∘), ÔÁËÏŒÁ: y =^k_x üÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ŒÙÒÁÖÁÅÔ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ.

œÏÔ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ: ÌÉÎÅÊÎÁÑ: f(x) = a · x = a1 x1 + · · · + anxn ÉÌÉ

∑_n k=1 ak xk (ÏÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÄŒÕÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ: f(x + x^′) = f(x) + f(x^′); f(ffx) = fff(x) ∀x; x^′ ∈ IR^n ; ff ∈ IR);

aÆÆÉÎÎÁÑ: g(x) = a · x + b = a1x1 + · · · + an xn + b;

ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ: Q(x) = a11 x^2_1 + 2a12 x1 x2 + · · · + ann x^2_n + 2(b1 x1 + · · · + bn xn) + c. (üÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ËÏÒÏÔËÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÍÁÔÒÉÞÎÕÀ ÓÉÍŒÏÌÉËÕ: Q(x) = (Ax)^T · x + 2b · x + c, ÇÄÅ A = (aij )_{1≤i;j≤n} .)

îÏ ŒÅÒÎčÍÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÑÍ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ. 6. ðÏÌÉÎÏÍÙ. ôÁË ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÉÄÁ

y = a0x^n + a1 x^{n−1} + · · · + an:

2. îåðòåòùœîïóôø é ëïíðáëôîïóôø 19

ðÏÌÉÎÏÍÙ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÂÅÚ ÄÅÌÅÎÉÑ. œ ÓÉÌÕ ÜÔÏÇÏ ÏÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÁÐÐÁÒÁÔÏŒ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ.

îÁÍ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÉÚÕÞÁÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, {n^k }n∈IN. 7. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ôÁË ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÉÄÁ

y = p(x)=q(x);

ÇÄÅ p(·) É q(·) | ÐÏÌÉÎÏÍÙ.

þÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÒÏÂÎÏ- ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ: f(x) =^{ax+b}_{cx+d} .

òÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ŒÓÅÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ. ïÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ (Á ÁÆÆÉÎÎÙÅ É ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÓÑ ÐÒÑÍÁÑ IR: ïÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ p(·)=q(·) (ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ) ÅÓÔØ IR ÂÅÚ ÎÕÌÅÊ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ.

8. òÁÄÉËÁÌÙ. ôÁË ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) =^n √ x. ðÒÉ ÞčÔÎÏÍ n ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁÄÉËÁÌÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÑÍÁÑ IR+ = {x ∈ IR | x ≥ 0}, ÐÒÉ ÎÅÞčÔÎÏÍ n | ŒÓÑ ÐÒÑÍÁÑ. úÎÁÞÅÎÉÅ^n √ c ÍÏÖÎÏ ÄÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ c, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ n-Ê ÓÔÅÐÅÎØÀ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÅÞÅÎÉÑ ÔÁËÖÅ, ËÁË Œ ÐÅÒŒÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÌÏÓØ ÞÉÓÌÏ √ 2, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÅÞÅÎÉÑ äÅÄÅËÉÎÄÁ A|B Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÇÄÁ A = {a ∈ Q | a ¿ 0; a^n ¡ c} ∪ {a | a ≤ 0}, a B = {b ∈ Q | b ¿ 0; b^n ¿ c}.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÔÒÉ ŒÁÖÎÅÊÛÉÈ (ÄÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÅÓÔÅÓÔŒÏÚÎÁÎÉÑ) ËÌÁÓÓÁ ÆÕÎËÃÉÊ. úÄÅÓØ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÌÉÛØ ÐÅÒŒÙÍ ÚÎÁËÏÍÓÔŒÏÍ. ðÏÓÌÅ ÏÓŒÏÅÎÉÑ ÎÁÞÁÌ ÁÎÁÌÉÚÁ ÍÙ ŒÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÉÈ ÉÚÕÞÅÎÉÀ.

9. üËÓÐÏÎÅÎÔÙ ÉÌÉ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

œ ÛËÏÌÅ ÍÙ ÕÚÎÁÌÉ ËÏÅ-ÞÔÏ Ï ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ y = a^x; a ¿ 0; a ≠ 1: óÅÊÞÁÓ, ÐÏÓÌÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÍÏÖÎÏ ÓÔÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ a^x . œÏÔ ÎÁÂÒÏÓÏË ÐÕÔÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÓÔÒÏÇÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. äÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ x = n ÞÉÓÌÏ a^n | ÜÔÏ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË a · a · · · a (n ÒÁÚ). äÌÑ ÄÒÏÂÎÙÈ x = p=q; a^{p=q} = (a^p)^{1=q} ; Á ÉÚŒÌÅËÁÔØ ËÏÒÎÉ ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÎÁÕÞÉÌÉÓØ. á ÄÁÌØÛÅ ÎÁÄÏ ÐÏÓÔÕÐÉÔØ ÔÁË, ËÁË ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÏÒÎÑ k-ÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÏ ÓÅÞÅÎÉÅ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÓÑ ÐÒÑÍÁÑ IR: îÁÉÂÏÌÅÅ \ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ" ÓÒÅÄÉ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ y = e^x;

ÏÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ y^′ = y Ó ÕÓÌÏŒÉÅÍ y(0) = 1. þÅÒÅÚ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÓÉÎÕÓ É ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ËÏÓÉÎÕÓ:

sh x = e^x − e^{−x} 2 ; ch x = e^x + e^{−x} 2 : ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ: f(x + y) = f(x) · f(y):

äÉÓËÒÅÔÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ:

sn = s1q^{n−1} ; n ∈ IN:

úÄÅÓØ ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ (ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ŒÔÏÒÏÇÏ É ÅÓÌÉ q ¿ 0) ÒÁŒÅÎ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍÕ ÄŒÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ (ÓÒÅÄÎÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÅÌ a É b ÜÔÏ √ ab.) þÉÓÌÏ q ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÎÁ- ÍÅÎÁÔÅÌÅÍ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ.

10. ìÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ôÁË ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÎÙÍ. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÏÂ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÉÍÅÅÔ ÉÚ ÛËÏÌÙ. äÌÑ x ¿ 0 ÞÉÓÌÏ y = log_a x | ÜÔÏ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÞÔÏ a^y = x; a ≠ 1. þÉÓÌÏ a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÓÎÏŒÁÎÉÅÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏŒ.

þÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÄÌÑ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÏÂÏÓÎÏŒÁÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. óÏ ŒÒÅÍÅÎÅÍ ÎÁÍ ÅÝÅ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÐÒÉÄÁÔØ ÐÏÎÑÔÉÀ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÔÏÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ (É ÐÒÉ ÔÏÍ ÄŒÁÖÄÙ): ËÏÇÄÁ ŒÙÒÁÚÉÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍÙ ÞÅÒÅÚ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ É ËÏÇÄÁ ŒÙÒÁÚÉÍ ÉÈ ÞÅÒÅÚ ÒÑÄÙ.

ïÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏŒ | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ïÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÏÌÕÏÓØ: Œ ÎÕÌÅ

ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ (+∞ ÐÒÉ a ¡ 1 É −∞ ÐÒÉ a ¿ 1), ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏŒ ÎÅ ÉÍÅÀÔ.

ìÏÇÁÒÉÆÍÙ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ f(xy) = f(x) + f(y). üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ Œ ŒÙÞÉ- ÓÌÅÎÉÑÈ ÚÁÍÅÎÑÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ, Ô. Å. ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÊ.

11. ôÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

œÏÌÎÏŒÙÅ ÉÌÉ ËÏÌÅÂÁÔÅÌØÎÙÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ | ÅÄŒÁ ÌÉ ÎÅ ÓÁÍÙÅ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÙÅ Œ ÐÒÉÒÏÄÅ. ðÒÉ ÉÈ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÅÒÉÏÄÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÉÚ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ T ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ f(x + T ) = f(x) ∀x: ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÉÚ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ | ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁŒÛÉÅÓÑ ÎÁÍ Œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÓÉÎÕÓ É ËÏÓÉÎÕÓ. îÁÐÏÍÎÉÍ ÉÈ \ÛËÏÌØÎÏÅ" ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. îÁ ÄÅËÁÒÔÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxy ÎÁÞÅÒÔÉÍ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ x^2 + y^2 = 1. ïÔ ÔÏÞËÉ (1; 0) ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÔÌÏÖÉÍ ÄÕÇÕ ÄÌÉÎÙ ff. ðÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞËÕ Mff. åÅ ÁÂÓÃÉÓÓÁ | cos ff, ÏÒÄÉÎÁÔÁ | sin ff.

ðÅÒÉÏÄ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÒÁŒÅÎ 2ß.

12. ïÂpÁÔÎÙÅ ÔpÉÇÏÎÏÍÅÔpÉÞÅÓËÉÅ É ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. æÕÎËÃÉÑ x → sin x ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ ÐÒÉ −ß=2 ≤ x ≤ ß=2. ïÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ arcsin ·; ÆÕÎËÃÉÑ x → cos x ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ ÐÒÉ 0 ≤ x ≤ ß. ïÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ arccos ·.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ arctg·, arcctg·, arcsh·, arcch·, arcth·, arccth·.