3. îáþáìá áîáìéúá 21

3. îÁÞÁÌÁ ÁÎÁÌÉÚÁ

3.1. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÒÑÄÙ.

îÁÐÏÍÎÉÍ: ÞÉÓÌÏŒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ | ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ ÒÑÄÅ: {x1; x2; · · · ; xn; · · ·} (ËÏÒÏÞÅ: {xn}n∈IN ; xn ∈ IR ÉÌÉ C). éÎÏÇÄÁ ŒÓÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÏÄÎÏÊ ÂÕËŒÏÊ É ÐÉÓÁÔØ ÔÁË: x = (x1; x2 ; · · · ; xn; · · ·) ÉÌÉ ÔÁË: x = {xn}n∈IN: óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÂÕÄÅÍ ÉÎÏÇÄÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ IR^{IN} (ÈÏÔÑ ÌÏÇÉÞÎÅÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Åč (IR^{IN})^′).

üÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ IR^{IN} ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ (ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏ) :

x = {xn}n∈IN; y = {yn }n∈IN ⇒ x + y^{def}= {xn + yn}n∈IN

É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ:

x = {xn}n∈IN; a ∈ IR ⇒ ax^{def}= {axn}n∈IN:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. MÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ X ÌÀÂÏÊ ÐÒÉÒÏÄÙ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÄŒÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ: ÓÌÏÖÅÎÉÑ + É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ) ÞÉÓÌÏ, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅ- ÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÁËÉÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ, ËÁÓÁÀÝÉÍÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ: Á) 1 · x = x, b) ff(fix) = (fffi)x, c) (ff + fi)x = ffx + fix, d)ff(x + y) = ffx + ffy, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~ : X → Y (ÇÄÅ Y | ÄÒÕÇÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ ~(ff1x1 + ff2x2) = ff1~x1 + ff2~x2

ðÒÉÍÅÒ 3.1. ðÒÉÍÅÒÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ IR É ÅÇÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ IR^n É (IR^n)^′. œÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ IR^{IN}.

úÁÄÁÞÁ 3.1 (ÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ). óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÅÊ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. óÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ (ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏ).

éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÉÈ ÓÕÍÍÁ, É ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ; ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É Åč ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

üÔÏ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ, ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÏŒÅÔÏŒÁÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÏÓŒÏÉÔØÓÑ (ÒÅ- ÛÉŒ ÜÔÕ É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÈÏÄÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ) Ó \” − ffi-ÈÏÚÑÊÓÔŒÏÍ".

óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÂÕËŒÏÊ c. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ËÏÌØÃÏÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ.

éÚ ÚÁÄÁÞÉ 2.4 ÓÌÅÄÕÅÔ ÞÔÏ c ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ (ÁËÓÉÏÍÙ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ËÏÌØÃÁ ÐÒÏŒÅÒÑÀÔÓÑ ÌÅÇËÏ).

óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Ô. Å. f : IR^{IN} → IR. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÄŒÁ ÉÚ ÎÉÈ. üÔÏ

|ŒÅÒÈÎÑÑ (É ÎÉÖÎÑÑ) ÇÒÁÎÉ :

x = {xn}n∈IN → sup_{n∈IN} xn (x = {xn}n∈IN → inf_{n∈IN} xn):

üÔÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ŒÓÀÄÕ ÎÁ IR^{IN} É ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ IR = IR ∪ {±∞} | ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

ôÒÅÔÉÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÌÉÛØ ÎÁ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÉÚ IR^{IN} . üÔÏ | ÐÒÅÄÅÌ:

x = {xn}n∈IN → lim_{n→∞} xn:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {xn}n∈IN; x1 = 2; xn = (−1)^n(1 − 1=n); n ≥ 2: äÌÑ ÎÅÅ sup xn = 2; inf xn = − 1;

Á ÐÒÅÄÅÌÁ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

úÁÄÁÞÁ 3.2 (ÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ {x_n}_{n∈IN} É {y_n}_{n∈IN} | ÄŒÅ ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Á ff É fi | ÞÉÓÌÁ (ÉÚ IR ÉÌÉ C), ÔÏ a) lim_{n→∞}(ffx_n + fiy_n) = ff lim_{n→∞} x_n + fi lim_{n→∞} y_n; b) lim_{n→∞} x_ny_n = lim_{n→∞} x_n lim_{n→∞} y_n;

c) ÅÓÌÉ Œ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÕÓÌÏŒÉÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ lim_{n→∞} y_n ≠ 0, ÔÏ lim_{n→∞}^{xn}_{yn} =

lim_{n→∞} x_n lim_{n→∞} y_n .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, lim ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ c. æÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ sup (inf) | ÓÕÂÌÉÎÅÊÎÙ (ÓÕÐÅÒÌÉÎÅÊÎÙ) (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ p : X → IR, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X ÓÕÂÌÉÎÅÅÎ (ÓÕÐÅÒÌÉÎÅÅÎ), ÅÓÌÉ p(x1 + x2) ≤ p(x1) + p(x2) (≥ p(x1) + p(x2)) ∀x1; x2 ∈ X É p(ax) = ap(x) ∀x ∈ X; a ∈ IR+). (äÏËÁÖÉÔÅ ŒÓÅ ÜÔÏ.)

óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ (Ï ÐÒÅÄÅÌÅ ÓÕÍÍÙ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁ ÞÉÓÌÏ), ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÉÌÉ ÞÉÔÁÔÅÌÀ, ÄÁÌÅÅ ÉÍÅÎÕÅÔÓÑ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÐÒÅÄÅÌÏŒ. íÙ ÎÅ ÓÏÞÌÉ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÍ ÕÄÅÌÑÔØ ÜÔÏÍÕ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÀ ÂÏÌØÛÏÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ: ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ ÉÇÒÁÅÔ Œ ÁÎÁÌÉÚÅ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ ÒÏÌØ. (ôÅÍÕ \ðÒÅÄÅÌÙ" ÒÁÚÕÍÎÏ ÏÔÒÁÂÁÔÙŒÁÔØ ÎÁ ÓÅÍÉÎÁÒÓËÉÈ ÚÁÎÑÔÉÑÈ).

úÁÊÍčÍÓÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÌÉÛØ ÏÓÏÂÏ ŒÁÖÎÙÈ ÐÒÅÄÅÌÏŒ.

ðÒÅÄÅÌ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ e. äÏËÁÖÅÍ ÚÄÅÓØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ËÏ- ÔÏÒÁÑ Õ ÎÁÓ ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁÌÁÓØ: xn = limn→∞ (1+^1_n )^n . ðÒÉÍÅÎÉŒ ÆÏÒÍÕÌÕ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ xn Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ

∑_n k=0 C^k_n n^{−k} . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ C^k_n n^{−k} ≤ 2^{−k+1}, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ xn ≤ 3, Á ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ C^k_n n^{−k} ≤ C^k_{n+1} (n + 1)^{−k} ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ, ÞÔÏ xn ¡ xn+1, É ÚÎÁÞÉÔ, xn ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÂÕËŒÏÊ e. óÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁ- ÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ limn∈IN(1+^x_n )^n ÔÁËÖÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x. üÔÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ: x → e^x .

þÕÔØ ÄÁÌÅÅ ÂÕÄÕÔ ÎÁÊÄÅÎÙ ÅÝč ÄŒÁ ŒÁÖÎÙÈ ÐÒÅÄÅÌÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2. ó ËÁÖÄÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ {xn}n∈IN ÍÏÖÎÏ ÓŒÑÚÁÔØ ÄÒÕÇÕÀ ÐÏ-

ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {sn}n∈IN; sn := n∑ k=1 xk. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {sn }n∈IN ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÏÓÌÅ-

ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ÒÑÄÁ x1 +x2 +· · ·+xn +· · ·, Á xn | ÏÂÝÉÍ ÞÌÅÎÏÍ ÒÑÄÁ. òÑÄ ËÏÒÏÔËÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ÔÁË: ∑ k∈IN xk . åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ sn ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÞÉÓÌÕ

S, ÔÏ S ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÕÍÍÏÊ ÒÑÄÁ ∑ k∈IN xk . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÑÄ ∑ k∈IN xk ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ.

åÓÌÉ ÖÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {sn}n∈IN ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌÁ (ÉÌÉ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ, ÒÁŒÎÙÊ +∞ ÉÌÉ −∞), ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ k∈IN xk ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. åÓÌÉ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ-

ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ |x1| + |x2| + · · · + |xn| + · · ·, ÔÏ ÒÑÄ ∑ n∈IN

xk ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ.

åÓÌÉ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÅÁÂÓÏÌÀÔÎÏ, ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÕÓÌÏŒÎÏ.

ðÒÉÍÅÒ 3.2. óÕÍÍÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ: xn = q^{n−1} ; n ∈ IN. þÁÓÔÉÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ 1 + q + q^2 + · · · + q^n + · · · ÒÁŒÎÁ sn =^{qn−1}_{q−1} ; ÅÓÌÉ q ≠ 1 É n; ÅÓÌÉ q = 1, ÔÁË ÞÔÏ

ÅÓÌÉ |q| ¡ 1, ÔÏ ÒÑÄ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ S = S(q) = 1 1 − q

. åÓÌÉ q ≥ 1, ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

ìÅÍÍÁ 3.1. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ x1 +· · ·+xn +· · · ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÅÍ- ÌÅÎÉÅ xn Ë ÎÕÌÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÉÍÅÅÔ ÓÕÍÍÕ S, ÔÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ

∀” ¿ 0 ∃N ∈ IN : |sn − S| ¡ ” ∀n ≥ N: (i)

œÚÑŒ n ≥ N +1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ |xn|^{Id}= |sn −sn−1|^{Id}= |sn −S +S −sn−1|^{(i)}¡ 2”^{def}=⇒ lim_{n→∞} xn = 0. ⊓⊔

3. îáþáìá áîáìéúá 23

üÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ.

ðÒÉÍÅÒ 3.3. (ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÒÑÄ): 1 + 1 2 + 1 3 + 1 4 + · · ·. éÍÅÅÍ:

s2n = 1 + ( 1 2 + 1 4 ) + ( 1 5 + 1 6 + 1 7 + 1 8 ) + ( 1 9 + · · · + 1 16 ) + · · · + ( 1 2^{n−1} + 1 + · · · + 1 2^n ) ¿ 1 2 + 1 2 + · · · + 1 2 = n 2 ; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ (ÔÏÞÎÅÅ, ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ), ÈÏÔÑ ÅÇÏ ÏÂÝÉÊ ÞÌÅÎ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ.

úÁÄÁÞÁ 3.3 (ÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ). ðÕÓÔØ ∑ n∈IN xn É ∑ n∈IN yn | ÄŒÁ ÁÂÓÏ-

ÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÒÑÄÁ, ¸ É ȷ | ÉÈ ÓÕÍÍÙ. ôÏÇÄÁ ÒÑÄ ( ∑ n∈IN xn)( ∑ n∈IN yn) = ∑ ȷ∈IN ∑_{j−1} k=1(x_ky_{j−k}) |ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ ÒÁŒÎÁ ¸ȷ.

3.2. ðÒÉÚÎÁËÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ

ðÒÉÚÎÁË ëÏÛÉ.äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÑÄ ∑ n∈IN

xn = ÓÈÏÄÉÌÓÑ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ,

ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÛÅÌÓÑ ÂÙ ÎÏÍÅÒ N ∈ IN ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ n É m, ÐÒÅŒÏÓ- ÈÏÄÑÝÉÈ N, ÂÙÌÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |sn−sm| ¡ ”; Ô. Å., ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ sn = x1 + · · · + xn; n ∈ IN ÂÙÌÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ {sn }n∈IN ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ, ÏÎÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÓÉÌÕ ÐÏÌÎÏÔÙ IR, ÞÔÏ (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ ∑ n∈IN xn. åÓÌÉ ÒÑÄ ∑ n∈IN

xn ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ) ÓÈÏÄÉÔÓÑ {sn}n∈IN É ÚÎÁÞÉÔ, ÐÏÓÌÅ-

ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ sn ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ. ⊓⊔

ðÒÉÚÎÁË äÁÌÁÍÂÅÒÁ. ðÕÓÔØ (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ C) ÏÂÝÉÊ ÞÌÅÎ ÒÑÄÁ xn ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÏÃÅÎËÕ |xn| ≤ Cq^n . ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ 0 ¡ q ¡ 1, ÔÏ ÒÑÄ ∑ n∈IN

xn = x1+x2+· · ·+xn+· · ·

ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ.

(äÒÕÇÏÊ (ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÊ) ŒÁÒÉÁÎÔ: ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ lim_{n→∞} | | | xn+1 xn | | | = ff, ÔÏ ÐÒÉ ff ¡ 1 ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ, ÐÒÉ ff ¿ 1 | ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÐÏ ” ¿ 0 ÞÉÓÌÏ N ÔÁË, ÞÔÏÂÙ^{CqN+1}_{1−q} ¡ ”. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ n ¿ m ¿ N ÐÏÌÕÞÉÍ (îô | ÎÅÒ-ŒÏ ÔÒ-ËÁ):

|sn − sm |^{Id}= |xm+1 + · · · + xn|^{HT}≤ |xm+1 | + · · · + |xn|^{Cond}≤ C(q^{m+1} + · · · + q^n) ¡ Cq^{N +1} 1 − q

¡ ” =⇒ ⊓⊔ ðÒÉÍÅÎÉÍ ÐÒÉÚÎÁË äÁÌÁÍÂÅÒÁ ÄÌÑ ÅÝč ÏÄÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÞÉÓÌÁ e É ÆÕÎËÃÉÉ x → e^x. âÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ xn = (1 +^1_n )^n ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë e. œÙÂÒÁŒ N ∈ IN ÉÚ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ ÐÏÌÕÞÉÍ (ÐÒÉ n ¿ N), ÞÔÏ xn = ¸nN + ȷnN , ÇÄÅ ¸nN = ∑_N

k=0 C^k_n n^{−k} , ȷnN ≤ 2^{−N +1} (ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ C^k_n n^{−k} ≤ 2^{−k+1} ). ðÒÉ ÜÔÏÍ limn→∞ ¸nN =

∑_N k=0 1 N ! . ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ e = ∑_∞ n=0 1 n! . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ e^x = ∑_∞ n=0 xn n! . îÁËÏÎÅÃ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÒÑÄÏŒ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ e^{a+b} = e^ae^b (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 3.3).

ðÒÉÚÎÁË ìÅÊÂÎÉÃÁ. ðÕÓÔØ Œ ÒÑÄÅ x1 − x2 + x3 − x4 + · · ·, ÞÉÓÌÁ xn ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙŒÁÀÔ É ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. ôÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ ´1 = [x1 − x2; x1]; ´2 = [x1 − x2 + x3 − x4; x1 − x2 + x3]; : : : ŒÌÏÖÅÎÙ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ É ÉÈ ÄÌÉÎÙ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. œ ÓÉÌÕ ÁËÓÉÏÍÙ ëÁÎÔÏÒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ S ÏÂÝÅÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ lim_{n→∞} sn = S. □

ðÒÉÍÅÒÙ.

1. òÑÄ 1 − 1 2 + 1 3 − 1 4 + · · · ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÕÓÌÏŒÎÏ (ÉÂÏ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ).

(äÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ ÒÁŒÎÁ ln 2.)

2. òÑÄ 1−^1_3 +^1_5 −^1_7 +· · · (ÒÑÄ çÒÅÇÏÒÉ { ìÅÊÂÎÉÃÁ) ÔÁËÖÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÕÓÌÏŒÎÏ (ÞÉÔÁÔÅÌØ, ÎÁÄÅÀÓØ, ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÖÅÔ, ÞÔÏ ÒÑÄ ÞÉÓÅÌ ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë ÎÅÞÅÔÎÙÍ, ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ). (äÏËÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ÒÁŒÎÁ ß=4.)

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÎÁÊÄčÍ ÄŒÁ ŒÁÖÎÙÈ ÐÒÅÄÅÌa ÆÕÎËÃÉÊ. ðÅÒŒÙÊ ÐÒÅÄÅÌ: limx→0^{sin x}_x = 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÓÎÏŒÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÔÕÄÅÎÞÅÓËÉÊ ÆÏÌØËÌÏÒ ÉÍÅÎÕÅÔ ÌÅÍÍÏÊ Ï ÄŒÕÈ ÍÉÌÉÃÉÏÎÅÒÁÈ: ÐÕÓÔØ ÔÒÉ ÆÕÎËÃÉÉ f1; f0 É f2 ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ]x0 − h; x0 + h[, ËÒÏÍÅ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÔÏÞËÉ x0, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ Á) f1(x) ≤ f0(x) ≤ f2(x) É ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ limx→x_0 f1(x) = limx→x_0 f2(x) = A. ôÏÇÄÁ limx→x_0 f0(x) = A.

üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÅÌÁ. á ÄÁÌÅÅ ÎÁÄÏ ÐÒÉ- ÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ Ï ÄŒÕÈ ÍÉÌÉÃÉÏÎÅÒÁÈ Ë f1(x) =^{sin x cos x}_2 , f0(x) =^x_2 É f2(x) =^{sin x}_{2 cos x} É ÄÁÌÅÅ | ÐÏÄÅÌÉÔØ ÎÁ sin x É ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÐÒÅÄÅÌÁÍ.

îÏ Œ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÅÓÔØ ÏÄÎÁ ÄÅÔÁÌØ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÚÄÅÓØ ËÁË ÂÙ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÓÅËÔÏÒÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÕÇÌÏÍ x ÒÁŒÎÁ sin^x_2 . üÔÏ ŒÅÒÎÏ, ÎÏ ÐÏËÁ ÎÅ ÂÙÌÏ ÏÂSSÑÓÎÅÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÌÏÝÁÄØ. ðÒÉÍÅÍ ÚÄÅÓØ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁ ŒÅÒÕ (Œ ÛËÏÌÅ ÏÎÏ ËÁË-ÔÏ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔÓÑ); ÔÅÏÒÉÑ ÍÅÒÙ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÌÏÝÁÄÉ, ÉÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÛÅÓÔÏÊ ÇÌÁŒÅ.

œÔÏÒÏÊ ÐÒÅÄÅÌ: limx→0^{ex−1}_x = 1 ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÂÏÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ x → e^x: e^x = limn→∞ (1 +^x_n )^n É e^x = ∑ k∈IN xn n! .

3.3. îÁÞÁÌÁ ÁÎÁÌÉÚÁ (ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ)

ðÒÉŒÅÄčÍ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÅ ÓÌÏŒÁ é. îØÀÔÏÎÁ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎ ŒËÒÁÔÃÅ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔ ÓÕÔØ ÍÁ- ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ.

\äÌÑ ÐÏÑÓÎÅÎÉÑ ÉÓËÕÓÓÔŒÁ ÁÎÁÌÉÚÁ, | ÐÉÛÅÔ îØÀÔÏÎ, | ÎÁÄÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÒÁÚÃÙ ÚÁÄÁÞ [...]. œÓÅ ÚÁËÌÀÞÁÀÝÉÅÓÑ Œ ÎÉÈ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÓŒÅÓÔÉ Ë ÄŒÕÍ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÍ ÐÒÏÂÌÅÍÁÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÕÔÉ [...]:

1) ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÄÌÉÎÁ ÐÒÏÈÏÄÉÍÏÇÏ ÐÕÔÉ; ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÓËÏÒÏÓÔØ ÄŒÉÖÅÎÉÑ Œ ÄÁÎÎÏÅ ŒÒÅÍÑ.

2) ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÓËÏÒÏÓÔØ ÄŒÉÖÅÎÉÑ; ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÄÌÉÎÕ ÐÒÏÊÄÅÎÎÏÇÏ ÐÕÔÉ.

3.4. þÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ?

ðÏÓÌÅÄÕÅÍ ÚÁ îØÀÔÏÎÏÍ. œ ÅÇÏ \ÐÅÒŒÏÍ ÏÂÒÁÚÃÅ ÚÁÄÁÞ" ÆÉÇÕÒÉÒÕÅÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ. þÔÏ ÖÅ ÔÁËÏÅ ÓËÏÒÏÓÔØ? ëÁËÕÀ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÐÉÄÏÍÅÔÒ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÅÄÅÍ ÎÁ ÁŒÔÏÍÏÂÉÌÅ?

åÓÌÉ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ É ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏ, Ô. Å. ÅÓÌÉ Œ ÒÁŒÎÙÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÉ ŒÒÅÍÅÎÉ ÐÒÏÈÏÄÑÔÓÑ ÒÁŒÎÙÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ, ÔÏ ÓËÏÒÏÓÔØ | ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÉÎÙ ÐÒÏÊÄÅÎÎÏÇÏ ÐÕÔÉ Ë ÚÁÔÒÁÞÅÎÎÏÍÕ ŒÒÅÍÅÎÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÕÞÁÓÔËÁ ÐÕÔÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÉÎÁ ÐÒÏÊÄÅÎÎÏÇÏ ÐÕÔÉ s(t) Œ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ t Ó ÎÁÞÁÌÁ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÉÚ ÔÏÞËÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ x0 ÒÁŒÎÁ s(t) = vt+x0 . á ÅÓÌÉ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÎÅÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ËÁË ÒÁÚÕÍÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ Œ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ? ëÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ v(t0) | ÓËÏÒÏÓÔØ Œ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ t0, ÅÓÌÉ \ÄÁÎÁ ÄÌÉÎÁ ÐÒÏÊÄÅÎÎÏÇÏ ÐÕÔÉ", | ËÁË ÐÉÛÅÔ îØÀÔÏÎ, | Ô. Å. ÆÕÎËÃÉÑ t → s(t)?

úÁ ŒÒÅÍÑ t0 +´t ÐÒÏÊÄÅÎ ÐÕÔØ s(t0 +´t)−s(t0). åÓÌÉ ÂÙ ÓËÏÒÏÓÔØ Œ ÔÅÞÅÎÉÅ ŒÒÅÍÅÎÉ ´t ÂÙÌÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ, ÏÎÁ ÂÙÌÁ ÂÙ ÒÁŒÎÁ^{s(t0+�t)−s(t0)}_{�t} . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÅÍ ÍÅÎØÛÅ ÏÔÒÅÚÏË ŒÒÅÍÅÎÉ ´t, ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÍÙ ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÍÓÑ Ë ÞÉÓÌÕ, ËÏÔÏÒÏÅ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ \ÓËÏÒÏÓÔØÀ

3. îáþáìá áîáìéúá 25

Œ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ". éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, v(t0 ) = lim�t→0^{s(t0+�t)−s(t0)}_{�t} . íÙ ÐÒÉÛÌÉ Ë ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔÏÍÕ ÎÙÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÙÌÏ ÄÁÎÏ ëÏÛÉ (ÈÏÔÑ, ËÏ- ÎÅÞÎÏ, îØÀÔÏÎ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË É ÐÏÎÉÍÁÌ ÓÕÔØ ÄÅÌÁ. îØÀÔÏÎ ÐÉÓÁÌ:\ëÏÌÉÞÅÓÔŒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÌÀÂÏÇÏ ŒÒÅÍÅÎÉ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ É ÒÁÎÅÅ ËÏÎÃÁ ÜÔÏÇÏ ŒÒÅÍÅÎÉ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ ÂÌÉÖÅ, ÎÅÖÅÌÉ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ŒÅÌÉÞÉÎÕ, ÂÕ- ÄÕÔ Œ ÐÒÅÄÅÌÅ ÒÁŒÎÙ". åÓÌÉ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÜÔÏ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÅ Ë ÞÉÓÌÕ v(t0) É \ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ"

s(t0+�t)−s(t0)

�t , ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ëÏÛÉ ÓËÏÒÏÓÔÉ, ËÁË ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÐÕÔÉ). ðÒÉŒÅÄčÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ëÏÛÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÄ- ÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ.

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.3. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ, ÅÓÌÉ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ

lim_{h→0} f(x0 + h) − f(x0) h =: f^′(x0): (1)

éÎÁÞÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ëÏÛÉ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË: ÆÕÎËÃÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ x0, ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ:

f(x0 + h) = f(x0) + f^′(x0)h + r(h); lim_{h→0} |r(h)|=|h| = 0: (2)

ðÒÅÄÅÌ (1) ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ f Œ ÔÏÞËÅ x0.

ìÅÊÂÎÉÃ ÉÓÈÏÄÉÌ ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. îÁ ÎÁÛÅÍ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÍ ÑÚÙËÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÜÔÏ ÔÁÎÇÅÎÓ ÕÇÌÁ ÎÁËÌÏÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

éÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. ôÅÒÍÉÎ \ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ" É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ f^′ ŒŒÅÌ ìÁÇÒÁÎÖ (Œ ÓÅÍÉÄÅÓÑÔÙÅ ÇÏÄÙ 18 ÓÔÏÌÅÔÉÑ), ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ dy dx ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ìÅÊÂÎÉÃÕ { 1684 Ç.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (2) ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÄÁÌčËÏÅ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ) ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ (Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓ- ÓËÁÚÁÎÏ Œ ÐÑÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ). üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÄÁÎÏ æÒÅÛÅ (1913)

åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ, ÔÏ ÐÏÓÌÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ŒÏÚ- ÎÉËÁÅÔ ÎÏŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÁÑ f^′(·) (ÉÌÉ x → f^′(x)), ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ f.

œÙÞÉÓÌÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ðÒÉÍÅÒ 3.4 ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ (x0 + h)^n = x0 + nx^{n−1}_0 h + r(h); |r(h)=|h| → 0, ÏÔËÕÄÁ

(x^n)^′ = nx^{n−1}:

ðÒÉÍÅÒ 3.5 ðÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÓÉÎÕÓÁ É ËÏÓÉÎÕÓÁ. éÚ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ lim_{h→0} sin h h = 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

lim_{h→0} sin(x + h) − sin x h = lim_{h→0}

2 sin^h_2 cos(x +^h_2 ) h = lim_{h→0} cos(x + h 2 ) lim_{h→0} sin^h_2 h 2 = cos x;

Ô.Å. (sin x)^′ = cos x: áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (cos x)^′ = − sin x.

ðÒÉÍÅÒ 3.6 ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ. éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ lim_{h→0} e^h − 1 h = 1 ÓÌÅÄÕÅÔ

lim_{h→0} e^{x+h} − e^x h = e^x lim_{h→0} e^h − 1 h = e^x =⇒ (e^x)^′ = e^x.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.1. æÕÎËÃÉÑ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ Œ ÔÏÞËÅ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ. æÕÎËÃÉÉ x → |x| É x → x ln x ÎÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ Œ ÎÕÌÅ (ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÏ- ÏÂÝÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ x ¡ 0, Á ÐÒÅÄÅÌ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ, ÓÐÒÁŒÁ (h → +0) ÒÁŒÅÎ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ). æÕÎËÃÉÑ f(x) =⇒ x sin 1=x ÐÒÉ x ≠ 0 É ÎÕÌÀ ÐÒÉ x = 0 ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ x = 0, ÎÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÉ ËÏÎÅÞÎÏÊ, ÎÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ, ÎÉ ÓÐÒÁŒÁ, ÎÉ ÓÌÅŒÁ.

óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÎÉ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ðÅÒŒÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÂÙÌÉ ÎÁÊÄÅÎÙ âÏÌØÃÁÎÏ (Œ 1830 Ç, ÎÏ ÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎÙ Œ ËÏÎÃÅ ŒÅËÁ) É œÅÊÅÒ- ÛÔÒÁÓÓÏÍ (1860 Ç).

3.5. ïÓÎÏŒÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ.

éÚ ÔÅÏÒÅÍ ÏÂ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÒÅÄÅÌÏŒ ÓÌÅÄÕÅÔ

ôÅÏÒÅÍÁ 3.2 (ÏÂ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ). åÓÌÉ f É g ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ Œ ÔÏÞËÅ ^x, ÔÏ a) ÆÕÎËÃÉÑ af + bg (ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ IR) ÔÁËÖÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ^x É ÐÒÉ ÜÔÏÍ (af + bg)^′ (^x) = af^′(^x) + bg^′ (^x);

b)ÆÕÎËÃÉÑ fg ÔÁËÖÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ^x É ÐÒÉ ÜÔÏÍ (fg)^′ (^x) = f^′(^x)g(^x) + f(^x)g^′ (^x);

c) ÅÓÌÉ g^′ (^x) ≠ 0, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ^f_g ÔÁËÖÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ^x É ÐÒÉ ÜÔÏÍ (^f_g )^′(^x) =

f ′(^x)g(^x)−f (^x)g′(^x)

g2(^x) ;

d) åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ ^x, Á ÆÕÎËÃÉÑ g | Œ ÔÏÞËÅ ^y = f(^x), ÔÏ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑ h = g ∘ f ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ ^x É ÐÒÉ ÜÔÏÍ

h^′ (^x) = g^′ (^y)f^′(^x):

(ÔÅÏÒÅÍÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ Ï ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ a) | Ó) ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ, ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ d) ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ ÐÑÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ Œ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ðÕÓÔØ f(·) | ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b]. ôÏÞËÁ ^x ∈]a; b[ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞ- ËÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ (ÍÁËÓÉÍÕÍÁ) f, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÔÏÞËÉ ^x, ÞÔÏ f(x) ≥ f(^x) (f(x) ≤ f(^x)) ∀ x ∈ U (ÉÌÉ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÞÉÓÌÏ ffi ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ]x − ffi; ^x + ffi[⊂ [a; b] É f(x) ≥ f(^x)(f(x) ≤ f(^x)) ∀ x ∈]^x − ffi; ^x + ffi[.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.3 (æÅÒÍÁ; ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ). ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f0 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÔÏÞËÁ ^x ÌÅÖÉÔ ŒÎÕÔÒÉ ÜÔÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ É f0 ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÕÅÍÁ Œ ^x. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ^x ÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ ÉÌÉ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÆÕÎËÃÉÉ f0, ÔÏ f^′_0(^x) = 0.

äÁÌÅÅ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁÈ ÍÙ ŒÙÄÅÌÑÅÍ \ÐÕÎËÔ ÎÏÌØ", ÇÄÅ ËÒÁÔËÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÌÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÙÞÎÏ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ ÒÁÎÅÅ), ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÏÐÉÒÁ- ÅÍÓÑ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 0.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ. 0.2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ.

1. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ f^′(^x) = k ¿ 0. éÚ 0.2 ÎÁÊÄÅÍ ffi ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ |h| ¡ ffi =⇒ | |^{r(h)}_h | | ¡ (_k 2 ) |x| (ÇÄÅ r(h) ÉÚ 0.1 ÅÓÔØ f(^x + h) − f(^x) − kh). ôÏÇÄÁ ÐÒÉ h ¿ 0

f(^x + h)^{0:1}= f(^x) + kh + r(h)^{(i)}≥ f(^x) + kh − k 2 h^{Id}= f0(^x) + k 2 h ¿ f(^x);

Ô.Å. ^x | ÎÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (ÐÒÉ h ¡ 0) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÍ, ÞÔÏ ^x ÎÅ ÍÉÎÉÍÕÍ. óÌÕÞÁÊ k ¡ 0 ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ. ⊓⊔

éÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ (ÄÌÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ) ÂÙÌ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎ æÅÒÍÁ Œ 1638 Ç.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.4 (òÏÌÌÑ). ðÕÓÔØ Á) f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ [a; b] (b), ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ (b) É ÐÒÉ ÜÔÏÍ f(a) = f(b) (c). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÎÕ- ÔÒÅÎÎÑÑ ÔÏÞËÁ ÏÔÒÅÚËÁ ¸, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f^′(¸) = 0.

3. îáþáìá áîáìéúá 27

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 0.1. óÌÅÄÓÔŒÉÅ ÉÚ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ(ÓÍ. §2): ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÓŒÏÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ É ÍÉÎÉÍÕÍÁ. 0.2. ôÅÏ- ÒÅÍÁ æÅÒÍÁ.

1. œÏÚÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÄŒÕÈ: ÌÉÂÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f (Á ÏÎÉ Œ ÓÉÌÕ 0.1 ÄÏÓÔÉÇÁÀÔÓÑ) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÌÉÂÏ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ f | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ É f^′ | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÕÌØ, Ô. Å. Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÅÏÒÅÍÁ ŒÅÒÎÁ. œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÉÂÏ ÔÏÞËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ, ÌÉÂÏ ÔÏÞËÁ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÌÅÖÉÔ ŒÎÕÔÒÉ ÏÔÒÅÚËÁ. œ ÓÉÌÕ 0.2 Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÎÕÌÅÍ. ⊓⊔

éÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. òÏÌÌØ ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÌ ÓŒÏÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ (ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÒÅÄÓÔŒÁÍÉ) Œ 1690 Ç.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.5 (ìÁÇÒÁÎÖÁ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ; ÆÏÒÍÕÌÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÊ). œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ (a) É (b) ÔÅÏÒÅÍÙ òÏÌÌÑ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ ¸; a ¡ ¸ ¡ b ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(b) − f(a) = (b − a)f^′(¸).

ôÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ òÏÌÌÑ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ g(x) = f(x) − f(b) − f(a) b − a

(x − a) É ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ òÏÌÌÑ. ⊓⊔ éÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÄÏËÁÚÁÎÁ ìÁÇÒÁÎÖÅÍ Œ 1797 Ç.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.6 (Ï ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ). åÓÌÉ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÕÅÍÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ]a; b[, É Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ), ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÕÂÙŒÁÅÔ (ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. x1 ¡ x2 =⇒ f(x2) − f(x1) = f^′(¸)(x2 − x1) ≥ 0 (¿ 0). ⊓⊔

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.7 (Ï ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÎÕÌÅŒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ). îÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ ]a; b[ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ [a; b] ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ ]a; b[.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.8 (Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ). ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f : [a; b] → [c; d] É f^{−1} : [c; d] → [a; b] | ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ Œ ÔÏÞËÁÈ x0 ∈]a; b[ É f(x0) = y0 ∈]c; d[. åÓÌÉ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ x0 É f^′(x0) ≠ 0, ÔÏ f^{−1} ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ y0 É

f^{−1′} (y0) = (f^′(x0)^{−1}):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÅÄÅÌÏŒ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

lim_{y→y0} f^{−1}(y) − f^{−1}(y0) y − y0 def = lim_{x→x0} x − x0 f(x) − f(x0) def = 1 f^′(x0) ⊓⊔ éÚ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÄŒÕÈ ÔÅÏÒÅÍ É ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ (e^x)^′ = e^x, (sin x)^′ = cos x, (cos x)^′ = − sin x ÌÅÇËÏ ŒÙŒÏÄÑÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ: (a^x )^′ = a^x ln a (x ∈ IR; a ¿ 0; a ≠ 1), (log_a)^′|x| =^1_{x ln a} (x ∈ IR \ 0); a ¿ 0; a ≠ 1, x^ff = e^{ff ln x} ⇒ (x^ff)^′ = e^{ff ln x ff}_x = ffx^{ff−1}, (tg x)^′ = cos^{−2} x (x ≠=^ß_2 + kß; k ∈ ZZ), (ctg x)^′ = − sin^{−2} x (x ≠ kß; k ∈ ZZ), (arcsin x)^′ =^1√_{1−x2} ; (|x| ≠ 1), (arccos x)^′ = −^1√_{1−x2} ; (|x| ¡ 1), (arctan x)^′ =^1_{1+x2} , (arcctgx)^′ = −^1_{1+x2} É Ô.Ä.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.9 (ëÏÛÉ). ðÕÓÔØ t → x(t) É t → y(t) | ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [ff; fi] É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ]ff; fi[, ÐÒÉÞÅÍ x^′(t) ≠ 0 ∀t ∈]ff; fi[. ôÏÇÄÁ ÎÁÊ- ÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ ø ∈]ff; fi[ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

y(fi) − y(ff) x(fi) − x(ff) = y^′ (ø) x^′(ø) :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 0.1. óÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ. 0.2. óÕÐÅÒ- ÐÏÚÉÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ. 0.3. ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. 0.4. ôÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ.

1. 0.3. ⇐ x(·) ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ É ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ x → t(x), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], a = x(ff), b = x(fi) É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÕÀ Œ ]a; b[. ôÏÇÄÁ y(t) = y(t(x)) = f(x), Ô.Å. f(·) ÅÓÔØ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑ y(·) É t(·). éÚ 0.1 É 0.2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ìÁÇÒÁÎÖÁ, Ô.Å.

y(fi) − y(ff)^{def}= y(t(b)) − y(t(a))^{0:4}= y^′_t(t(¸))t^′_x(¸)(b − a)^{0:3}= y^′_t(t(¸)) x^′_t(t(¸))

(x(fi) − x(ff)) ⊓⊔ 3.6. óÔÁÒÛÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ É ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ

åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÐÒÑÍÏÊ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ ÜÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÔÏ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ, ËÁË ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ, ÎÏŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ x → f^′(x). æÕÎËÃÉÑ f^′ ÍÏÖÅÔ ÔÁËÖÅ ÂÙÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ. åÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ (f^′)^′ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔ f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÓÉÍŒÏÌÏŒ f^{′′} ÉÌÉ^{d2f (x)}_{dx2} . ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ: f^{(n)}(x) = (f^{(n−1)})^′(x). ëÒÏÍÅ f^{(n)}(x) ÐÒÉÎÑÔÏ ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ìÅÊÂÎÉÃÁ^{dnf (x)}_{dxn} . éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

æÏÒÍÕÌÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ f É g ÉÍÅÀÔ ÎÁ ÏÂÝÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ⊂ IR ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ n ŒËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ, ÔÏ ÄÌÑ n-Ê ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÓÐÒÁ- ŒÅÄÌÉŒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ

(fg)^{(n)} = n∑ k=0 C^k_nf^{(n−k)}g^{(k)}

üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

æÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ. åÓÌÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [x0; x] ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ÓŒÏÉÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ n ŒËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ, Á ŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÐÏÒÑÄËÁ n + 1, ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ

f(x0 + h) = f(x0) + f^′(x0) 1! h + · · · + f^{(n)}(x0) n! h^n + rn(x0; h);

ÇÄÅ rn (x0; h) =^1_{(n+1)!} f^{(n+1)}(¸)h^{n+1}, ¸ ∈]x0; x0 + h[ (ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎ Œ ÆÏÒÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÏÖÉÍ

g(t) = f(x0 + h) − (f(t) + f^′(t) 1! (x0 + h − t) + · · · + f^{(n)}(t) n! (x0 + h − t)^n)

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ g(·) É ÕÓÌÏŒÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ g ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; h] É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÅÇÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ, ÐÒÉÞčÍ

g^′ (t) = −(f^′(t) − f^′(t) 1! − f^{′′}(t) 2! (x0 + h − t) + f^{′′}(t) 2! (x0 + h − t) + · · ·) = − f^{(n+1)}(t) n! (x0 + h − t)^n ⊓⊔ 3.7. þÔÏ ÔÁËÏÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ?

óÎÏŒÁ ÐÏÓÌÅÄÕÅÍ ÚÁ îØÀÔÏÎÏÍ. ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÉÚŒÅÓÔÎÁ ÓËÏÒÏÓÔØ t → v(t) ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÎÅËÏÅÊ ÞÁÓÔÉÃÙ. ëÁË ÕÚÎÁÔØ ÐÕÔØ, ÐÒÏÊÄÅÎÎÙÊ ÅÀ ÚÁ ÏÔÒÅÚÏË ŒÒÅÍÅÎÉ [t0; t1]?

óÎÏŒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÌÅÎØËÉÊ ÏÔÒÅÚÏË ŒÒÅÍÅÎÉ ÏÔ ÍÏÍÅÎÔÁ ø ÄÏ ø + ´t. úÁ ÍÁÌÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ŒÒÅÍÅÎÉ ÓËÏÒÏÓÔØ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, É ÐÏÔÏÍÕ ÄÌÉÎÁ ÐÕÔÉ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÁ v(ø)´t. á ŒÅÓØ ÐÕÔØ ÚÁ ŒÒÅÍÑ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÏÔ t0 ÄÏ t1 ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ∑_{n−1} k=0 v(øk )´øk, ÇÄÅ t0 = ø0 ¡ ø1 ¡ : : : ¡ øn−1 ¡ øn = t1 | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ

3. îáþáìá áîáìéúá 29

ÎÁ ÍÅÌËÉÅ ÏÔÒÅÚÏÞËÉ [øk ; øk+1]; 0 ≤ k ≤ n − 1 ÄÌÉÎÙ ´øk . äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ økn = t0 + k^{t1−t0}_n ; 0 ≤ k ≤ n − 1 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ

In = ∑_{n−1} k=0 v(økn)´økn. ðÒÅÄÅÌ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÂÕÄÅÔ ÄÌÉÎÏÊ ÐÕÔÉ, ÐÒÏÊ-

ÄÅÎÎÏÇÏ ÚÁ ŒÒÅÍÑ ÏÔ t0 ÄÏ t1. üÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÓÉÍŒÏÌÏÍ

∫_{t1} t0 v(t)dt É ÎÁÚÙŒÁÀÔ

ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ v(·) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ [t0; t1]. íÙ ÐÏ-

ÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ s(t1)−s(t0) =

∫_{t1} t0 v(t)dt. îÏ Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÕÖÅ, ÞÔÏ v(t) = s^′(t).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÒÉÛÌÉ Ë ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ | ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ { ìÅÊÂÎÉÃÁ:

s(t1) − s(t0) =

∫_{t1} t0 s^′(t)dt:

œ ÌÅÊÂÎÉÃÅŒÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ, ËÏÇÄÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ x, Á ÆÕÎËÃÉÑ f, ÆÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ { ìÅÊÂÎÉÃÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ:

f(x1) − f(x0) =

∫_{x1} x0 f^′(x)dx:

æÕÎËÃÉÑ F (·) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ F^′ = f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÏÊ F . œ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÉÍÅÀÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÕÀ ÎÕÌÀ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚ- ÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ∫ f(x)dx É ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÁÑ F ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË: F = ∫ f(x) + C. éÚ ÆÏÒÍÕÌ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ ÓÌÅÄÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÈ: ∫ x^ffdx =^{xff+1}_{ff+1} + C; ff ≠ −1;

∫_{dx}

x = ln |x| + C; ∫ a^xdx =^1_{ln a} a^x + C; 0 ¡ a ≠ 1; ∫ e^xdx = e^x + C; ∫ sin xdx = − cos x + C; ∫ cos xdx = sin x + C;

∫_1

cos2 x dx = tg x + C;

∫_1

sin2 x dx = − ctg x + C;

∫_1 √_{1−x2} dx = arcsin x + C;

∫_1

1−x2 dx = arctan x + C; ∫ sh xdx = ch x + C; ∫ ch xdx = sh x + C;

∫_1

ch2 x dx = th x + C;

∫_1

sh2 x dx = − coth x + C;

∫_1 √_{x2±1} dx = ln |x + √ 1 ± x^2| + C;

∫_1

1−x2 dx = 1 2 ln |^{1+x}_{1−x} | + C.

œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÈ É ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÔÁËÖÅ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÔÒÅ- ÎÉÒÏŒËÁ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ŒÏÏÂÝÅ.

(îÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÔÅÐÅÒØ ÕÖÅ ÚÎÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÒÅÄÅÌ, ÌÀÂÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ, ÇÒÁ-

ÆÉË ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÌÀÂÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÊ É ÎÅÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÉÚ

ÌÀÂÙÈ ÕÞÅÂÎÉËÏŒ É ÚÁÄÁÞÎÉËÏŒ (ÚÁ ÎÉÞÔÏÖÎÙÍÉ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑÍÉ) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÙ

ÎÁÖÁÔÉÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ËÎÏÐÏË ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ, ÏÂÏÒÕÄÏŒÁÎÎÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÇÁÔÏÊ ÓÔÁÎ-

ÄÁÒÔÎÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ.)