4. ðÒÉÎÃÉÐÙ É ÍÅÔÏÄÙ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ

ðÅÒÅÄ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÏÊ ÏÂÝÉÈ ÔÅÏÒÅÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÐÏÍÉÎÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÁÍ ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ.

I. ðÒÉÎÃÉÐ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ: ÐÒÉ ÐÏÉÓËÅ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÏŒ ÒÁ- ÚÕÍÎÏ ÏÐÉÒÁÔØÓÑ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ.

îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ (X; ø) { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ïÎÏ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÉÌÉ ËÏÍÐÁËÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÉÈ X ÍÏÖÎÏ ÉÚŒÌÅÞØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÓÅÍÅÊÓÔŒÏ, ÔÁËÖÅ ÐÏËÒÙŒÁÀÝÅÅ X. æÕÎËÃÉÑ f : X → IR ∪ {+∞} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÏÊ ÓÎÉÚÕ, ÅÓÌÉ Åč ÌÅÂÅÇÏŒÓËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ L_ff(f) = {x | f(x) ≤ ff} ÚÁÍËÎÕÔÙ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ff ∈ IR.

ôÅÏÒÅÍÁ (œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ { ìÅÂÅÇÁ { âÜÒÁ). ðÏÌÕÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÓÎÉÚÕ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÅ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÓŒÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÑ.

II. ðÒÉÎÃÉÐ \ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÓÔÉ": ÓÞčÔÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÒÁÚÒÅÖÅÎ- ÎÙÈ (ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÌÏÔÎÙÈ) ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÅÌØÚÑ ÐÏËÒÙÔØ ÐÏÌÎÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ (X; d) { ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_n}_{n∈IN} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÎÏÍÅÒ N ∈ IN, ÞÔÏ d(x_n; x_m) ¡ ” ∀n; m ¿ N: üÔÁ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ë x, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊ- ÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÎÏÍÅÒ N ∈ IN, ÞÔÏ d(x_n; x) ¡ ” ∀n ≥ N. åÓÌÉ Œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÏÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1. íÎÏÖÅÓÔŒÏ A Œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (X; d) ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÌÏÔÎÙÍ (ŒÙÛÅ ÍÙ ÎÁÚŒÁÌÉ ÅÇÏ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÍ), ÅÓÌÉ Œ ÌÀÂÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁ- ÀÝÉÊÓÑ Ó A.

ôÅÏÒÅÍÁ (âÜÒÁ). ðÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÌÏÔÎÙÈ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ.

III. ðÒÉÎÃÉÐ ÓÖÉÍÁÀÝÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ: ÓÖÉÍÁÅÍÏÓÔØ Œ ÐÏÌÎÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÌÅÞčÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.2. ðÕÓÔØ (X; d) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ïÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ F : X → X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÖÉÍÁÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÞÉÓÌÏ `; 0 ¡ ` ¡ 1 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ d(F (x); F (x^′)) ≤ `d(x; x^′) ∀x; x^′ ∈ X.

ôÅÏÒÅÍÁ (ëÁÞÉÏÐÏÌÌÉ{âÁÎÁÈÁ). óÖÉÍÁÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÇÏ ÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÕÀ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ.

IV. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÉÎÃÉÐÙ. óÒÅÄÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ Ï ÓÕÝÅ- ÓÔŒÏŒÁÎÉÉ, ÇÄÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ŒÙÄÅÌÉÍ ÌÉÛØ ÏÄÉÎ:

ôÅÏÒÅÍÁ (âÒÁÕÜÒÁ). îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ n{ÍÅÒÎÏÇÏ ÛÁÒÁ Œ ÓÅÂÑ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ.

V. ðÒÉÎÃÉÐÙ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ.

ôÅÒÍÉÎ \ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ" ÉÍÅÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÈ Œ ÏÄ- ÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ïÄÎÏ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÐÏÎÑÔÉÉ ÐÏÒÑÄËÁ, ÄÒÕÇÏÅ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.3. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : E^n → E^{n 4} ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÍÏÎÏÔÏÎ- ÎÙÍ (ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÍ), ÅÓÌÉ ⟨F (x_2) − F (x_1); x_2 − x_1⟩ ≥ 0(≥ ff|x_2 − x_1|^2) ∀x_1; x_2 ∈ IR^{n 5} É ËÏÜÒÃÉÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ lim_{x→∞} |F (x)| = ∞.

ôÅÏÒÅÍÁ (ÐÒÉÎÃÉÐ íÉÎÔÉ { âÒÁÕÄÅÒÁ). óÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÅ, ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÏÅ, ËÏÜÒÃÉÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÓÅÂÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÒÙŒÁÀÝÉÍ (Ô. Å. ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ F (x) = y ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y).

âÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÐÒÉÎÃÉÐÏŒ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ ŒÙÛÅ, ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÙ: ÎÁ ÎÉÈ ÂÁÚÉ- ÒÕÀÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ, ŒÅÄÕÝÉÅ Ë ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÀ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ. îÏ ÐÒÉŒÅÄčÍ ÏÄÉÎ \ÎÅ- ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÙÊ" ÐÒÉÎÃÉÐ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ, ÏÓÎÏŒÁÎÎÙÊ ÎÁ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÈ ÐÏÎÑÔÉÑÈ. üÌÅ- ÍÅÎÔ a^′ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (A; ≤) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÅÓÌÉ a ≤ a^′ ∀a ∈ A. üÌÅÍÅÎÔ ¸ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ Œ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ (X; ≤), ÅÓÌÉ x ≤ ¸ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x, ÓÒÁŒÎÉÍÙÈ Ó ¸.

ôÅÏÒÅÍÁ (ÐÒÉÎÃÉÐ (ÉÌÉ ÌÅÍÍÁ) ãÏÒÎÁ). þÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Õ ËÏÔÏ- ÒÏÇÏ ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ, ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØ- ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁŒÎÏÓÉÌÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ \ÁËÓÉÏÍÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ", ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÁËÓÉÏ- ÍÏÊ ŒÙÂÏÒÁ:ÅÓÌÉ F : X → Y | ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ŒÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ Y^6 , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : X → Y , ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(x) ∈ F (x) ∀x.

4.1. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ

I. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔ É f : X → IR ∪ {+∞} | ÐÏÌÕÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÓÎÉÚÕ ÆÕÎËÃÉÑ. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÌÕÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏÓÔÉ ÓÎÉÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_n := X \ L_n(f); n ∈ ZZ ÏÔËÒÙÔÙ Œ X. ñÓÎÏ, ÞÔÏ · · · ⊂ U_n ⊂ U_{n−1} ⊂ · · · É ÞÔÏ {U_n}_{n∈ZZ} | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ X (ÉÂÏ f(x) ¿ −∞ ∀x).

úÎÁÞÉÔ, Œ ÓÉÌÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÞÉÓÌÏ m ∈ ZZ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ X = U_m, Ô. Å. ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓÎÉÚÕ.

4ÇÄÅ E^n | ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÅ Œ ÇÌ. 2 n-ÍÅÒÎÏÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 5ðÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÇÌÁÄËÏÊ ŒÙÐÕËÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ E^n (ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÒÁÄÉÅÎÔÁÍÉ) ÚÁÄÁÀÔ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.

6îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ËÁ- ÖÄÏÍÕ x ∈ X ÓÔÁŒÉÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÕÓÔÏÅ) ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ Y .

ðÕÓÔØ ¯ | ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ f ÎÁ X É ÄÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÎÅ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V_n := X \ L_{¯+(1=n)}(f) n ∈ IN: éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÑ ÐÏÌÕÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÓÎÉÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ {V_n}_{n∈IN} ÅÓÔØ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙ- ÔÉÅ X. úÎÁÞÉÔ, (ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÏÍÅÒ s ∈ IN ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ X = V_s, Ô. e. f ¿ ¯ + 1=s, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ¯. ⊓⊔ II. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÉÎÃÉÐÁ âÜÒÁ.

ðÕÓÔØ (X; d) | ÐÏÌÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É {A_n}_{n∈IN} ÓÞčÔÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÎÉ- ÇÄÅ ÎÅÐÌÏÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ^x ∈ X \ ∪_{n∈IN}A_n:

1. ìÅÍÍÁ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ (ÚÁÍËÎÕÔÙÈ) ÛÁÒÏŒ Œ X, ÒÁÄÉÕÓÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÉÍÅÀÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÕÀ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B(¸; r) ÛÁÒ {x | d(¸; x) ≤ r} Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ¸ ÒÁÄÉÕÓÁ r É ÐÕÓÔØ B(x_1; r_1) ⊃ B(x_2; r_2) ⊃ :::; r_i → 0 | ÓÉÓÔÅÍÁ ŒÌÏÖÅÎ- ÎÙÈ ÛÁÒÏŒ, ÒÁÄÉÕÓÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_n}_{n∈IN} ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ É ÚÎÁÞÉÔ, Œ ÓÉÌÕ ÐÏÌÎÏÔÙ (X; d) ÜÌÅÍÅÎÔÙ x_n ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ¸ ∈ X. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ¸ ∈ ∩_{n∈IN}B(x_n; r_n). åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÒÁÄÉÕÓÙ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

2. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÉÇÄÅ ÎÅÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÁÒÁ (¸_1; r_1) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ B(¸_1; r_1) ∩ A_1 = ∅. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÁÒÁ (¸_2; r_2) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ B(¸_2; r_2) ⊂ B(x_1; r_1) É ÐÒÉ ÜÔÏÍ B(¸_2; r_2)∩A_2 = ∅, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. éÚ ÌÅÍÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ¸_n → ^x; ^x ∈ X; ^x ∈ B(¸_n; r_n) ∀n ∈ IN. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ^x ∉ A_n ∀n: ⊓⊔ III. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÓÖÉÍÁÅÍÏÓÔÉ.

îÁÍ ÄÁÎÙ: (X; d) | ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É F : X → X | ÓÖÉÍÁÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ `; 0 ¡ ` ¡ 1, ÞÔÏ d(F (x); F (x^′)) ≤ `d(x; x^′) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x É x^′).

ðÕÓÔØ x_0 ∈ X ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ðÏÌÏÖÉÍ x_n = F (x_{n−1}); n ∈ IN. éÍÅÅÍ:

d(x_{n+m}; x_m)^{ÎÅÒ−ŒÏ ÔÒ−ËÁ}≤ d(x_{n+m}; x_{n+m−1}) + d(x_{n+m−1}; x_{n+m−2}) + :::

+d(x_{m+1}; x_m)^{Id}= d(F (x_{n+m−1}); F (x_{n+m−2})) + ::: + d(F (x_m); F (x_{m−1}))^{ÓÖÉÍ:}≤ d(x_1; x_0)(`^{n+m−1} + ::: + `^{m−1}):

úÎÁÞÉÔ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_n}_{n∈IN} ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ É ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, x_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ^x. äÁÌÅÅ ÉÍÅÅÍ:

d(F (^x); x_{n+1}) = d(F (^x); F (x_n)) ≤ `d(^x; x_n) → 0

É ÚÎÁÞÉÔ, d(F (^x); ^x) = 0, Ô. Å. ^x = F (^x). åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÖÉÍÁÅÍÏÓÔÉ. ⊓⊔ IV. éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÉÎÃÉÐÁ âÒÁÕÜÒÁ. äÏËÁÖÅÍ ÐÒÉÎÃÉÐ âÒÁÕ- ÜÒÁ Œ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, Á ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÐÏËÁ ÏÔÌÏÖÉÍ.

ðÕÓÔØ F | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ [−1; 1] Œ ÓÅÂÑ, ÎÅ ÉÍÅ- ÀÝÅÅ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÉ. ðÏÌÏÖÉÍ G(x) =^{x−F (x)}_{|x−F (x)|} . üÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ Œ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ {−1; 1}, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

îÅÓËÏÌØËÏ ÉÚÍÅÎÉÍ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÓÏÈÒÁÎÉŒ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕ- ËÃÉÀ, É ÜÔÏ ÄÁÓÔ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Œ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ Ï ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ. éÚ-ÚÁ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ F | ÐÏÌÉ- ÎÏÍ (ÅÓÌÉ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ, ÔÏ ÐÏÔÏÍ, ÐÅÒÅÊÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ, ÄÏËÁÖÅÍ Åč É ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ). åÓÌÉ ÖÅ F ÐÏÌÉÎÏÍ, ÔÏ G ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

∫_1 −1 G^′(x)dx ÜÔÏ ÄÌÉÎÁ ÏÂÒÁÚÁ G, Ô. Å. ÎÕÌØ, ÉÂÏ ÏÂÒÁÚ G | ÜÔÏ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ. îÏ Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ { ìÅÊÂÎÉÃÁ ÐÏ- ÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ

∫_1 −1 G^′(x)dx = G(1) − G(−1) = 2. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ.

üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ É Œ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÎÁÄÏ ÌÉÛØ ÆÏÒ- ÍÕÌÕ îØÀÔÏÎÁ { ìÅÊÂÎÉÃÁ ÚÁÍÅÎÉÔØ Åč ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ | ÆÏÒ- ÍÕÌÏÊ óÔÏËÓÁ { ðÕÁÎËÁÒÅ (Åč ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ŒÏ ŒÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÕÒÓÁ).

V. éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÉÎÃÉÐÁ íÉÎÔÉ { âÒÁÕÄÅÒÁ óÎÏŒÁ ÐÕÓÔØ n = 1 É ÆÕÎËÃÉÑ f : IR → IR ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ É ËÏÜÒ- ÃÉÔÉŒÎÁ. ôÏÇÄÁ ÏÎÁ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÍÉÎÕÓ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ËÏÇÄÁ x → −∞ É Ë ÐÌÀÓ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ËÏÇÄÁ x → +∞. úÎÁÞÉÔ, ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÏÔ- ÒÅÚËÏÍ. á ÔÏÇÄÁ ŒÓÔÕÐÁÅÔ Œ ÓÉÌÕ ÍÅÔÏÄ ÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÐÏÌÁÍ. œ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÈÏÄÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÏÔÓÅÞÅÎÉÑ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÒÅÞØ ÐÏÊÄčÔ ÔÁËÖÅ ŒÏ ŒÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÕÒÓÁ.

4.2. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ÐÒÉÎÃÉÐÁ âÜÒÁ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÓÞčÔÎÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.1. Á) éÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ É ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÀÔ; b) ËÏÎÔÉÎÕÕÍ ÎÅÓÞÅÔÅÎ.

îÅÓÞčÔÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ ÕÖÅ ÂÙÌÁ ÎÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ, Á ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ a) ÓÒÁÚÕ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÏÔÓÀÄÁ, ÎÏ ÎÁÍ ÈÏÞÅÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÎÅÐÏÓÒÅÄ- ÓÔŒÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÐÒÉÎÃÉÐÁ âÜÒÁ É ÐÏÌÎÏÔÙ IR:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÎÏÖÅÓÔŒo Q É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÓÞč- ÔÎÙ. ïÔÒÅÚÏË [0; 1] (ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÅÓÔØ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÎÁÍÉ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ \þÉÓÌÁ" ÐÏÌÎÙÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÉÎÃÉÐ âÜÒÁ. ⊓⊔

ðÒÉÎÑÔÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÉÒÒÁÃÉ- ÏÎÁÌØÎÏÇÏ É ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÇÏ ÞÉÓÅÌ (Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÉÎÃÉÐÁ âÜÒÁ) \ÎÅËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÏ". îÏ ÔÁËÏÅ ÍÎÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÂÌÕÖÄÅÎÉÅÍ: ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ (ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ) ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÑŒÎÏ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ É ÑŒÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÏÔÒÅÚÏË ´n, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ n-ÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ (ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ) ÞÉÓÌÁ, ÞÔÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÏÍÕ (ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÍÕ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ (ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ) ÞÉÓÌÁ.

îÁÍÅÔÉÍ ÅÝč ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1] ÆÕÎËÃÉÑ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÉ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C([0; 2]) É Œ ÎčÍ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ An ÆÕÎËÃÉÊ f(·) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÏÞËÁ ¸ ∈ [0; 1] ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ sup_{0¡h¡1}^{|f (¸+h)−f (¸)|}_h ≤ n, n ∈ IN. œ ÌÀÂÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍÓÑ Œ C([0; 2]), ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÔØ ÌÏÍÁÎÕÀ Ó ÎÁËÌÏÎÁÍÉ Â«ÏÌØÛÉÍÉ n + 1 É ÔÏÇÄÁ ÍÁÌÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ Ó An. éÚ ÐÒÉÎÃÉÐÁ âÜÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ^x(·), ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ÎÉ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ An, Ô. Å. ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÎÉ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÚ [0; 1].

á ÔÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÏÓÎÏŒÙŒÁÀÝÉÊÓÑ ÎÁ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.2 (ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ). ëÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ≥ 1 ÉÍÅÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ËÏÒÅÎØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ p(z) = a0 +a1 z +:::+anz^n { ÐÏÌÉÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n ≥ 1, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ a0 an ≠ 0 (ÅÓÌÉ a0 = 0, ÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ | Õ ÎÅÇÏ ËÏÒÅÎØ ÎÕÌØ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË- ÃÉÀ f(z) = |p(z)|^2 É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÓŒÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ Œ C. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÓÉÌÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ÉÍÅÅÍ:

f(z)^{def}= | | n∑ k=0 ak z^k | |^2 ≥ ( |an ||z|^n − | | n−1∑ i=1 ak z^k | | )_2 = |an|^2|z|^{2n}(1 + O(1=|z|)) → ∞

ÐÒÉ |z| → ∞. éÔÁË, ÆÕÎËÃÉÑ f ÒÁÓÔčÔ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, É ÚÎÁÞÉÔ, ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ R ¿ 0, ÞÔÏ ŒÎÅ ËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ R Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ÂÕÄÕÔ ÂÏÌØÛÅ Åč ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÎÕÌÅ, É ÚÎÁÞÉÔ, ÍÉÎÉÍÕÍ ÎÁÄÏ ÉÓËÁÔØ Œ ÜÔÏÍ ËÒÕÇÅ. ôÁËÏÊ ËÒÕÇ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÏÍ Œ C, É ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÍÉÎÉÍÕÍÁ f ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÐÒÉÎÉÃÉÐ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ.

îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÓÅÂÑ Œ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÕÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌÅ (ÅÓÌÉ ÍÉÎÉÍÕÍ ÎÁÈÏÄÉÌÓÑ ÂÙ Œ ÔÏÞËÅ ^z ≠ 0, ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ ÂÙ ÐÏÌÉÎÏÍ q(z) = p(z − ^z)) É f(0) ¿ 0. ðÕÓÔØ s ¿ 0 ÐÅÒŒÙÊ ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÎÕÌÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÏÌÉÎÏÍÁ p. ðÕÓÔØ ÄÁÌÅÅ fl | ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÞÉÓÌÁ a0 —as. æÉËÓÉÒÏŒÁŒ ` ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÁ te^{i`} É ÔÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ:

f(te^{i`}) = |a0 + ast^se^{is`} + ::: + an t^ne^{in`} |^2 = (a0 + ast^se^{is`} + o(t^s))(—a0 + —ast^se^{−is`} + o(t^s)) = f(0) + t^s2|a0 as| cos(s` + fl) + o(t^s) ¡ f(0);

ÅÓÌÉ ` ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ cos(s` + fl) ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, Á t ŒÚÑÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÍ. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ. ⊓⊔

ïÄÎÏ ÉÚ ŒÁÖÎÅÊÛÉÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÓÖÉÍÁÀÝÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ { ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÏÂÙËÎÏŒÅÎ- ÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

y^′ = f(x; y); y(x0) = y0; (1)

ÇÄÅ f { ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Á ÆÕÎËÃÉÀ y(·) ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ. úÁÄÁÞÕ (1) ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÚÁÄÁ- ÞÅÊ ëÏÛÉ. âÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ G, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÔÏÞËÕ (x0; y0 ), É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ Œ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÕÓÌÏŒÉÀ ìÉÐÛÉÃÁ ÐÏ y Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ M:

|f(x; y1) − f(x; y2 )| ≤ M|y1 − y2 | ∀y1; y2 : (2)

éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

ôÅÏÒÅÍÁ 4.3 (Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ). îÁÊÄÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ d ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [x0 − d; x0 + d] ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (1).

4. ðòéîãéðù óõýåóôœïœáîéñ 35

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 1. ðÏÄÂÅÒÅÍ d^′ ¿ 0 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËŒÁÄÒÁÔ Q := {(x; y) ∈ IR^2 | |x − x0| ≤ d^′; |y − y0| ≤ d^′} ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÌ Œ G. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ Ï ÓŒÏÊÓÔŒÁÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÞÉÓÌÏ K ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

|f(x; y)| ≤ K ∀(x; y) ∈ Q: (i)

ðÏÄÂÅÒÅÍ ÔÅÐÅÒØ d ¿ 0 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ˝ = {|x − y| ≤ d; |y − y0| ≤ Kd} ÌÅÖÁÌ Œ Q É ÐÒÉ ÜÔÏÍ Md ¡ 1 (ÇÄÅ M { ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ìÉÐÛÉÃÁ ÉÚ (2)). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C^∗ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C([x0 − d; x0 + d]), ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ, ÇÒÁÆÉËÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ Œ ˝. ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ, É ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÏ ÐÏÌÎÏ (Œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F y(·) = z(·), ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

z(x) = y0 +

∫_x x0 f(t; y(t))dt:

2. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ C^∗ É ÓÅÂÑ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÖÉÍÁÀÝÉÍ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ y(·) ∈ C^∗, ÔÏÇÄÁ

|z(x) − y0|^{Id}= | | | ∫_x x0 f(t; y(t)dt | | |^{(i)}≤ Kd ⇒ F C^∗ ⊂ C^∗:

|z1(x) − z2(x)| ≤ | | | | ∫_x x0 (f(t; y1(t)) − f(t; y2(t)) dt | | | | (2) ≤ Md (d(y1(·); y2(·))):

éÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ F { ÓÖÉÍÁÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, É ÚÎÁÞÉÔ, ÉÚ ÐÒÉÎ- ÃÉÐÁ ÓÖÉÍÁÅÍÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ȷ, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

ȷ(x) = y0 +

∫_x x0 f(t; ȷ(t))dt ↔ ȷ^′ (x) = f(x; ȷ(x)); ȷ(x0) = y0: ⊓⊔ äÏÐÏÌÎÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ F { ÔÁËÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (X; d) Œ ÓÅÂÑ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ ˘ = F^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÖÁÔÉÅÍ. ôÏÇÄÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ F x = x ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ x { ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ ˘ : ˘x = x: ôÏÇÄÁ

F x^{Id}= F ˘x^{Id}= F ˘^k x = ˘^k F x → x; ÐÒÉ k → min;

ÉÂÏ ˘ { ÓÖÉÍÁÀÝÅÅ É ÚÎÁÞÉÔ, ˘^k ¸ → x ∀¸: úÎÁÞÉÔ, F x = x: åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ.

üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÅÝÅ ÏÄÎÏÇÏ ÏÞÅÎØ ŒÁÖÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÔÁ. ðÕÓÔØ T ¿ 0, K(·; ·) : [0; T ]^2 → IR { ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÅ [0; T ]^2 : ðÏÓÔÁŒÉÍ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ x(·) ∈ C([0; T ]) ÆÕÎËÃÉÀ

F x(t) = y(t) +

∫_t 0 K(t; ø)x(ø)dø:

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F (ÉÌÉ, ËÁË ÅÝÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ œÏÌØÔÅÒÒÁ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÖÁÔÉÅÍ. éÍÅÅÍ:

|F x1(t) − F x2(t)| ≤ | | | | ∫_t 0 K(t; ø)(x1(ø) − x2(ø))dø | | | | ≤ Mt(d(x^1(·); x^2(·)));

ÇÄÅ M = max_{0≤t;ø ≤1} |K(t; ø)| (i):

ïÔÓÀÄÁ

|F^2x1(t) − F^2x2(t)| ≤ Md(F x1(·); F x2(·))|

∫_t 0 ødø|^{(i)}≤ M^2 t^2 2 (d(x1(·); x2(·))):

é ŒÏÏÂÝÅ |F^nx1(t) − F^nx2(t)| ≤ M^n t^n n! (d(x1(·); x2 (·))):

úÎÁÞÉÔ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ((MT )^n =n!) ¡ 1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F^n ÓÖÉÍÁÀÝÅÅ É ÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ œÏÌØÔÅÒÒÁ:

¸(t) = y(t) +

∫_t 0 K(t; ø)¸(ø)dø

ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; T ]. á ÔÁË ËÁË ÒÅÛÅÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ œÏÌØÔÅÒÒÁ, ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁ ŒÓÅÊ ÐÒÑ- ÍÏÊ. ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÄŒÕÍÑ ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ.

òÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^′(x) = y(x); y(0) = 1 ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ œÏÌØ- ÔÅÒÒÁ Ó ÑÄÒÏÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÙÍ ÅÄÉÎÉÃÅ. úÎÁÞÉÔ, ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ, É ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÍÅÔÏÄÏÍ ÉÔÅÒÁÃÉÊ. åÓÌÉ ÎÁÞÉÎÁÔØ Ó y0(t) ≡ 1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÕÀ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ: y0(x) ≡ 1, y1(x) = (F y0)(x) = 1 +

∫_x 0 1dt = 1 + x, y2(x) = (F y1)(x) = 1 +

∫_x 0 (1 + t)dt = 1 + x + x^2=2, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

ñÓÎÏ,ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ e^x = ∑ n∈ZZ+ xn n! . íÙ ÅÝč ÒÁÚ ÐÒÉÛÌÉ Ë ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ x → e^x Œ ÒÑÄ íÁËÌÏÒÅÎÁ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ y^{′′} + y = 0 Ó ËÒÁÅŒÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ y(0) = 1; y^′ (0) = 0; ÔÏ ÏÎÏ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ œÏÌØÔÅÒÒÁ Ó ÑÄÒÏÍ K(t; ø) = (t − ø)+ :^7 ÓÌÉ a ∈ IR, ÔÏ a+ = max(a; 0). ðÒÉÍÅÎÉŒ ÍÅÔÏÄ ÉÔÅÒÁÃÉÊ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó x0(t) ≡ 1; ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÆÏÒÍÕÌÅ cos t = ∑ n∈ZZ+ (−1) n t2n

(2n)! . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ sin t = ∑ n∈IN(−1) n−1 t2n−1

(2n−1)! .

7å