5. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ

5.1. îÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ É ÂÁÎÁÈÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.1. ðÕÓÔØ X | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ŒÅ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ). îÏÒÍÏÊ Œ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ‖ · ‖ : X → IR_+, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) ‖x‖ ≥ 0 ∀x ∈ X É ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0:

2) ‖˘x‖ = |˘|‖x‖ (˘ ∈ IR; x ∈ X):

3) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖:

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÎÏÇÄÁ ÂÕÄÕÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏ- ÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. îÏÒÍÁ Œ ÔÁËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍÉ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÞÔÏ É ÄÌÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ, ÇÄÅ |˘| | ÜÔÏ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÍÏÄÕÌØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ˘.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X, ÏÓÎÁÝÅÎÎÏÅ ÎÏÒÍÏÊ ‖ · ‖ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ. îÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (X; ‖ · ‖) ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÐÏ- ÌÏÖÉÔØ d(x; x^′) = ‖x − x^′‖; ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÎÏ ÏÓÎÁÝÁÅÔÓÑ É ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ d(·; ·) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÍÅÔÒÉËÉ.

ðÒÉÍÅÒ 5.1. X = IR ÉÌÉ X = C; ‖x‖ = |x| (üÔÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ ÎÁ IR ÉÌÉ C.)

ðÒÉÍÅÒ 5.2. X = IR^n; ‖x‖_p := (

∑_n k=1 |x_k|^p)^{1=p}, 1 ≤ p ¡ ∞, ‖x‖_∞ = max_k|x_k|. œÁÖÎÅÊÛÉÅ ÓÌÕÞÁÉ: p = 2 | ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÎÏÒÍÁ, p = ∞ | ÒÁŒ- ÎÏÍÅÒÎÁÑ (ÉÌÉ ÞÅÂÙÛÅŒÓËÁÑ) ÎÏÒÍÁ É p = 1 | l_1(\ÜÌØ ÏÄÉÎ")-ÎÏÒÍÁ. ðÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ IR^n c ÎÏÒÍÏÊ ‖ · ‖_p ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ l^n_p .

ðÒÉÍÅÒ 5.3. ðÕÓÔØ T |ËÏÍÐÁËÔ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ T Ó ÎÏÒÍÏÊ ‖x(·)‖ := max_{t∈T} |x(t)| ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ C(T ).

ðÒÉÍÅÒ 5.4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓ- ÔÅÊ {x = (x_1; x_2; : : :) | ∑ n∈IN |xn| 2 ¡ ∞} Ó ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÎÏÒÍÏÊ ‖x‖ := ( ∑ n∈IN |xn| 2)^{1=2}:

üÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ l_2 (ÜÌØ ÄŒÁ). ïÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E^n. ðÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ E^n É l_2 ŒÏ ÍÎÏÇÏÍ ÓÈÏÄÎÙ, ÎÏ ÅÓÔØ ŒÁÖÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ: ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ l_2, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ É ÚÁÍËÎÕÔ, ËÏÍ- ÐÁËÔÎÙÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ.

œÏ ŒÓÅÈ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.2. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ŒŒÅÄÅÎÎÙÅ Œ ÐÒÉÍÅÒÁÈ 1 | 4 ÆÕÎËÃÉÉ ‖ · ‖ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÎÏÒÍÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.2. îÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÌÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒŒÅÄÅÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ d(x; x^′) = ‖x − x^′‖ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÁÎÁÈÏŒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÉÍÅÒÏŒ 1 | 4 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÁÎÁÈÏŒÙÍÉ.

ðÒÉÍÅÒÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ, ÎÏ ÎÅ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C_2([0; 1]) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÎÏÒÍÏÊ

‖x(·)‖ := (

∫_1 0 x^2(t)dt)^{1=2}:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.4. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C([a; b]) É l2 ÉÇÒÁÀÔ Œ ÁÎÁÌÉÚÅ ÉÓËÌÀÞÉ- ÔÅÌØÎÕÀ ÒÏÌØ: ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C([0; 1]) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÍ (Ô. e. ÉÍÅ- ÀÝÉÍ ÓÞčÔÎÏÅ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ) ÐÏÌÎÙÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ (ÌÀ- ÂÏÅ ÔÁËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ C([0; 1]) | ÔÅÏÒÅÍÁ âÁÎÁÈÁ), Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ l2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉËÁÌØÎÙÍ | ÌÀÂÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ (ÚÁÍËÎÕÔÏÅ) ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ l2 ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ l2 É Œ ÌÀÂÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÍÅÀÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ \ÐÏÞÔÉ" ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÙÅ l2 (ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ \ÔÅÏÒÅÍÁ äŒÏÒÅÃ- ËÏÇÏ").

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.3. ðÕÓÔØ X | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ

BX := { x ∈ X | ‖x‖ ≤ 1}

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÛÁÒÏÍ Œ X (Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ).

ûÁÒ Bl^n_2 | ÜÔÏ ÏÂÙÞÎÙÊ ÅŒËÌÉÄÏŒ ÛÁÒ Œ IR^n; Bl^n_∞ | ÜÔÏ n-ÍÅÒÎÙÊ ËÕÂ Ó ÒÅÂÒÏÍ 2; ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Bl^n_1 ÎÁÚÙŒÁÀÔ n-ÍÅÒÎÙÍ ÏËÔÁÜÄÒÏÍ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙ- ÐÕËÌÙÍ, ÅÓÌÉ ∀x; x^′ ∈ A, ∀˘ ∈ [0; 1] ˘x + (1 − ˘)x^′ ∈ A.

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÒÁÚÕ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÙÍ, ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÎÙÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ, ÐÏÇÌÏÝÁÀÝÉÍ (⇔ ∀x ∈ X ∃˘ ¿ 0 : x ∈ ˘BX) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ÐÒÑÍÙÈ. œÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ŒÓÑËÏÅ ŒÙÐÕËÌÏÅ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ, ÐÏÇÌÏÝÁÀÝÅÅ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÛÁÒÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ- ÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÄÏ ŒÍÅÓÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ B c ÌÀÂÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÂÙÌÏ ÏÔÒÅÚËÏÍ). üÔÏÔ ÆÁËÔ ÂÙÌ ÏÂÎÁ- ÒÕÖÅÎ ç.íÉÎËÏŒÓËÉÍ. îÏÒÍÁ Œ X, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ B, ŒŒÏÄÉÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÕÎËÃÉÉ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:

‖x‖B := inf{t ¿ 0 | x ∈ tB}:

5.2. îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ É ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Œ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ.

óÄÅÌÁÅÍ ÅÝč ÏÄÉÎ ÛÁÇ Ë ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÀ ŒÏÐÒÏÓÁ: ÞÔÏ ÖÅ ÔÁËÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ | ÜÔÏ ÇÌÁŒÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. œ ÐÅÒŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÁÛÅÇÏ ËÕÒÓÁ ÍÙ ÕÖÅ ÓÔÁÌËÉŒÁÌÉÓØ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ.

úÄÅÓØ ÎÁÍ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ŒÅÒÎÕÔØÓÑ Ë ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÀ ÜÔÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ, ÉÂÏ ÏÎÏ ÌÅÖÉÔ Œ ÏÓÎÏŒÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ. óÎÁÞÁÌÁ | ÎÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ.

ðÕÓÔØ X É Y | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÁÒÎÓÔŒÁ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~ : X → Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ , ÅÓÌÉ ~(˘x+˘^′x^′) = ˘~x+˘^′~x^′ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ˘; ˘^′ ∈ IR É x; x^′ ∈ X. åÓÌÉ Y = IR, ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ l ÉÚ X É IR ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X É Y | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ëÁË ÂÙÌÏ ÓËÁÚÁÎÏ, ÔÏÇÄÁ, ÏÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ, Á ÚÎÁ- ÞÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F : X → Y . ìÉÎÅÊ- ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~ : X → Y ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ Œ ÎÕÌÅ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄčÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ffi ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ‖x‖_X ¡ ffi, ÔÏ ‖~x‖_Y ¡ ”. üÔÏ ÒÁŒÎÏ- ÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C ¿ 0 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

‖~x‖_Y ≤ C‖x‖_X ; x ∈ X: (1)

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ Œ ÎÕÌÅ ÎÅÐÒÅÒÙ- ŒÅÎ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X, Ô. Å. ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ Œ X (ÔÁË ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (1) ÅÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ~). CÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X Œ ÎÏÒÍÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Y ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ L(X; Y ). CÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÎÁ X ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÎÁÚÙ- ŒÁÅÍÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. åÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ X^∗ (Á ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÎÁ X ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ X^′). äÅÊÓÔŒÉÅ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ x^∗ ∈ X^∗ (x^′ ∈ X^′) ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ⟨x^∗; x⟩ (⟨x^′; x⟩).

œÅÌÉÞÉÎÕ

‖~x‖_{L(X;Y )} = sup_{x≠0}

‖~x‖_Y ‖x‖_X (ËÏÎÅÞÎÕÀ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ~ : X → Y ) ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÎÏÒÍÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ~. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÜÔÕ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ‖~‖_{L(X;Y )}. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ ŒÁÖÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

‖~x‖_Y ≤ ‖~‖_{L(X;Y )}‖x‖_X : (1^′)

ðÒÉÍÅÒ 5.5. îÁ IR ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ ~x = ax, ÇÄÅ a | ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ðÒÉÍÅÒ 5.6. îÁ IR^n ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÀÔ ÔÁËÏÊ ŒÉÄ a · x =

∑_n

k=1 a_k x_k (a ∈ (IR^n)^′), Á ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A ÉÚ IR^n Œ IR^m ÏÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ: Ax = (y_1; : : :; y_m)^T ; y_i =

∑_n j=1 a_{ij} x_j .

œ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÌÀÂÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ. œ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÎÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ ÔÏÌØËÏ Ó ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÍÉ.

ðÒÉÍÅÒ 5.7. ðÒÉÍÅÒÏÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C([0; 1]) ÍÏÇÕÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÔÉÐÁ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÑ:

l(x(·)) =

∫_1 0 a(t)x(t) dt;

ÇÄÅ a(·) | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ Œ ŒÉÄÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÅ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, l(x(·)) = x(ø), ÇÄÅ ø ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚ [0; 1]:

ðÒÉÍÅÒ 5.8. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ l_2 ÌÀÂÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ:

l(x(·)) = ⟨a; x⟩ = ∑ n∈IN

a_kx_k ; a = (a_1; : : :; a_n : : :) ∈ l_2:

úÁÄÁÞÁ 5.1 (ÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ). äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

îÁËÏÎÅÃ, ÍÙ ÐÏÄÏÛÌÉ Ë ÃÅÌÉ, É ÔÅÐÅÒØ ÍÏÖÅÍ ÄÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÏÊ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ.

5.3. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ

ðÕÓÔØ X É Y | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, U | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x_0 ∈ X; F : U → Y:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.4. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍ Œ ÔÏ- ÞËÅ x_0 (ÐÏ æÒÅÛÅ), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ~ (~ ∈ L(X; Y )), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ

F (x_0 + x) = F (x_0) + ~x + r(x); ÇÄÅ r(x) = o(x) ⇔ lim_{x→0}

‖r(x)‖_Y ‖x‖_X = 0:

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ F ∈ D^1(x_0; Y ): ïÐÅÒÁÔÏÒ ~ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 5.4 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. åÇÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ æÒÅÛÅ F Œ ÔÏÞËÅ x_0 É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ F^′(x_0). ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x → F^′(x_0)x ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F Œ ÔÏÞËÅ x_0.

ðÒÉÍÅÒ 5.9. ðÕÓÔØ X = Y = IR. ôÏÇÄÁ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÎÁÛÅ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍÕ (ŒÏÓÈÏÄÑÝÅÍÕ Ë îØÀÔÏÎÕ É ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁ- ÝÅÍÕ ëÏÛÉ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ:

f^′(x_0) = lim_{x→0} f(x_0 + x) − f(x_0) x : ðÒÉÍÅÒ 5.10. ðÕÓÔØ f | ÆÕÎËÃÉÑ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Ô. Å. X = IR^n; Y = IR. ôÏÇÄÁ (Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ 5. 4) f^′(x_0) ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌ ÎÁ IR^n, Ô. Å. f^′(x_0)·x =

∑_n k=1 a_kx_k . þÉÓÌÁ a_k ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ a_k = lim_{h→0}^{f (x0+hei )−f (x0)}_h (e_i := (0; :::; 1; :::0), ÅÄÉÎÉÃÁ | ÎÁ i-ÔÏÍ ÍÅÓÔÅ), ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ x_0 É ÏÂÏÚÎÁÞÁ- ÀÔÓÑ^{@f (x0)}_{@xi} (ÔÁË ÞÔÏ f^′(x_0) = (^{@f (x0)}_{@x1} ; : : :^{@f (x0)}_{@xn} ).

åÓÌÉ X = E^n ÉÌÉ l_2 (Õ ÎÉÈ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÔÓÑ Ó ÎÉÍÉ ÓÁÍÉÍÉ (⇔ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÉÍ)), ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f^′(x_0) (ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f : X → IR) ÜÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÁÍÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X. ïÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÁÄÉÅÎÔÏÍ f Œ ÔÏÞËÅ x_0 É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ gradf(x_0).

ðÒÉÍÅÒ 5.11. ðÕÓÔØ X = IR^n; Y = IR^m. ôÏÇÄÁ F^′(x_0) ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ F^′(x_0) = (^{@fi(x0)}_{@xj} ); 1 ≤ i ≤ m; 1 ≤ j ≤ n.

éÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. ðÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÄÁÎÏ ÆÒÁÎÃÕÚÓËÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ (ÕÞÅÎÉËÏÍ áÄÁÍÁÒÁ) íÏÒÉÓÏÍ æÒÅÛÅ Œ 1912 ÇÏÄÕ. óÕÄÑ ÐÏ ŒÓÅÍÕ Œ ÔÒÁÄÉÃÉÑÈ ÆÒÁÎÃÕÚÓËÏÊ ÛËÏÌÙ ÎÅ ÂÙÌÏ ËÏÒ- ÒÅËÔÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ëÏÒ- ÒÅËÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ Œ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÁÌ (Œ ŒÏÓØ- ÍÉÄÅÓÑÔÙÈ ÇÏÄÁÈ 19-ÇÏ ÓÔÏÌÅÔÉÑ) œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓ. åÇÏ ÔÒÕÄÙ ÂÙÌÉ ÏÐÕÂÌÉ- ËÏŒÁÎÙ ÌÉÛØ Œ ÔÒÉÄÃÁÔÙÈ ÇÏÄÙ ÎÁÛÅÇÏ ÓÔÏÌÅÔÉÑ, ÎÏ ÉÄÅÉ ÅÇÏ ÂÙÌÉ ÒÁÓ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÙ Œ çÅÒÍÁÎÉÉ É áÎÇÌÉÉ É ÓÏÄÅÒÖÁÌÉÓØ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÍÅÃËÉÈ É ÁÎÇÌÉÊÓËÉÈ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ (ûÔÏÌØÃÁ É àÎÇÁ), ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÈ ÎÁ ÒÕÂÅÖÅ ÓÔÏÌÅ- ÔÉÊ.

5.4. ïÓÎÏŒÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ.

ðÒÉÎÑÔÏ ŒÙÄÅÌÑÔØ ÔÒÉ ŒÁÖÎÅÊÛÉÈ ÔÅÏÒÅÍÙ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ: ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ (ŒÏÓÈÏÄÑÝÕÀ Ë ìÅÊÂÎÉÃÕ), ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ (ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ) É ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (ÐÅÒŒÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÄÏÂÎÏÇÏ ÒÏÄÁ ÂÙÌ ÐÏÌÕÞÅÎ, ÓÕÄÑ ÐÏ ŒÓÅÍÕ, äÉÎÉ). ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÑÈ É ÍÙ Åč ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ ÓÒÁÚÕ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒ- ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. äŒÅ ÄÒÕÇÉÈ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.1 (Ï ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ). ðÕÓÔØ X; Y; Z | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓ- ÔÒÁÎÓÔŒÁ, U | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x_0 Œ X; ’ : U → Y; ’(x_0) = y_0; V | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ y_0 Œ Y; : V → Z; f = ∘’ : U → Z; ’ ∈ D^1(x_0; Y ); ∈ D^1(y_0; Z): ôÏÇÄÁ f ∈ D^1(x_0; Z) É

f^′(x_0) = ^′(y_0) ∘ ’^′(x_0):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

’(x_0 + x)^{def}= ’(x_0) + ’^′(x_0)x + r_1(x); ‖x‖_X ¡ ffi ⇒ ‖r_1(x)‖_Y ¡ ”_1‖x‖_X ; (i)

(’(x_0) + ’^′(x_0)x + r_1(x))^{def;(i)}= (’(x_0)) + ^′(’(x_0))(’^′(x_0)x + r_1(x))+

r_2(’^′(x_0)x + r_1(x))^{Id}= (’(x_0)) + ^′(y_0)’^′(x_0)x + r_3(x); ÇÄÅ ‖r_2(y)‖_Z ¡ ”_2‖y‖_Y ; ‖r_3(x)‖_Z^{Id}= ‖^′(y_0)r_1(x) + r_2(’^′(x_0)x + r_1(x))‖_Z ≤

(Œ ÓÉÌÕ ÎÅÒ. ÔÒ-ËÁ) ‖^′(y_0)‖”_1‖x‖_X + ”_2‖’^′(x_0)‖‖x‖_X + ”_1”_2‖x‖_X , ÏÔËÕÄÁ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 5.4 ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. ⊓⊔ ôÅÏÒÅÍÁ 5.2 (Ï ÓÒÅÄÎÅÍ). ðÕÓÔØ X = IR^n; Y = IR^m; U | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ Œ X, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÏÔÒÅÚÏË [a; b]; f ∈ D^1(U; Y ): ôÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ:

|f(b) − f(a)| ≤ sup_{c∈[a;b]} ‖f^′(c)‖_{L(X;Y )}|b − a|:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 0.1. æÏÒÍÕÌÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÊ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ y :=^{(f (b)−f (a))T}

|f (b)−f (a)| ; ’(t) := y · f(a + t(b − a)). ôÏÇÄÁ

y · (f(b) − f(a))^{Id}= |f(b) − f(a)|; (i)

É Œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.1

’^′(t) = y · f^′(a + t(b − a))(b − a); (ii)

Á ÉÚ 0.1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ’(1) − ’(0) = ’^′(`); ` ∈ (0; 1): (iii) œ ÉÔÏÇÅ:

|f(b) − f(a)|^{(i)}= y · (f(b) − f(a))^{def}= ’(1) − ’(0)^{(ii);(iii)}=

y · f^′(a + `(b − a))(b − a)^{|y|=1}≤ |f^′(a + `(b − a))(b − a)|^{(1)}≤

‖f^′(a + `(b − a))‖_{L(X;Y )}|b − a|^{def}≤ sup_{c∈[a;b]} ‖f^′(c)‖_{L(X;Y )}|b − a|: ⊓⊔ óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ðÕÓÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ É ~ ∈ L(X; Y ): ôÏÇÄÁ |f(b) − f(a) − ~(b − a)| ≤ sup_{c∈[a;b]} ‖f^′(c) − ~‖ · |b − a|:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÄÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ

g(x) := f(x) − ~x: ⊓⊔ úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÑÍÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ Œ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÅÓÔÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ. HÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : [0; 2ß] → IR^2; f(t) = (cos t; sin t) ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ 0 = f(2ß) − f(0). œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ, ËÁË ‖f^′(t)‖ = 1; ∀t ∈ [0; 2ß], Ô. Å. sup_{c∈[0;2ß]} ‖f^′(c)‖(2ß − 0) = 2ß ≠ 0.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.3 (ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ). ðÕÓÔØ X; Y = IR^n; U | ÏË- ÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ X, F : U → Y; F (0) = 0, ÐÒÉÞÅÍ F | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ U É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, F^′(0) | ÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ (ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ det(^{@fi(0)}_{@xj} ) ≠ 0):

ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ffi ¿ 0 É K ¿ 0 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y : |y| ¡ ffi ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x = x(y) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ F (x) = y É |x| ≤ K|y|:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÁÌÅÅ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÔÁËÏÊ ÆÁËÔ: ÅÓÌÉ A = (a_{ij} ) | ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÏŒ n × n É Åč ÎÏÒÍÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ‖A‖ = ( ∑ ij a^2_{ij} )^{1=2}, ÔÏ |Ay| ≤ ‖A‖|y|: (0) (ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ëÏÛÉ { âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ C = ‖F^′(0)^{−1}‖. œÙÂÅÒÅÍ ” ¿ 0 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ (Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ ÓÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ É Œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ F^′ Œ ÎÕÌÅ) ÐÒÉ |x| ¡ ”; |x^′| ¡ ” ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ |F (x) − F (x^′) − F^′(0)(x − x^′)| ≤ 1 2C |x − x^′|: (i) œÙÂÒÁŒ ffi ¿ 0 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ |y| ¡ ffi ⇒ |y| ¡ ” 8C (ii) úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ y : |y| ¡ ffi. îÁÛÁ ÃÅÌØ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ x = x(y) : f(x) = y.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÉÔÅÒÁÔÉŒÎÕÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ (ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ îØÀÔÏÎÁ):

x_0 = 0; x_{k+1} = x_k + (F^′(0))^{−1}(y − F (x_k )); k ∈ ZZ_+: (iii) äÏËÁÖÅÍ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÞÔÏ |x_k| ¡ ” ÄÌÑ ŒÓÅÈ k. éÍÅÅÍ

|x_1|^{(iii)}= |(F^′(0))^{−1}y| ≤ C|y|^{(ii)}¡ ”=2: (iv) ðÕÓÔØ |x_i| ¡ ” ÐÒÉ i = 1; :::; k. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ |x_{k+1}| ¡ ”: éÍÅÅÍ −F^′(0)(x_i − x_{i−1}) + y − F (x_{i−1})^{(iii)}= 0; 1 ≤ i ≤ k: (v) óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

|x_{i+1} − x_i|^{(iii);(0)}≤ C|y − F (x_i)|^{(v)}= C| − y + F (x_i) + y − F (x_{i−1})− F^′(0)(x_i − x_{i−1})|^{(i)}≤ 1 2 |x_i − x_{i−1}|; 1 ≤ i ≤ n;

úÎÁÞÉÔ, |x_{i+1} − x_i| ≤ 2^{−i}|x_1|^{(ii)}¡ 2^{−i−1}” (vi)

⇒ |x_{k+1}|^{Id}= |x_{k+1} − x_k + x_{k−1} − : : : + x_1| ≤ |x_{k+1} − x_k | + : : : + |x_1|^{(vi)}¡ |x_1|(1=2 + 1=4 + · + 1=2^k) + |x_1|^{(ii)}¡ ”: (vii)

éÎÄÕËÃÉÑ ÚÁŒÅÒÛÅÎÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ |x_{k+m} − x_n|^{(vi)}≤ |x_{k+1} − x_k |(1 + 1=2 + : : : 1=2^m)^{(vi)}¡ 2^{k−1}|x_1|, Ô. Å. {x_k} | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Œ ÓÉÌÕ ÐÏÌÎÏÔÙ X Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ x(y): œ ÓÉÌÕ (v) y = F (x(y)), Á ÉÚ-ÚÁ (vii) |x(y)| ≤ lim_{k→∞} |x_k|^{(vii)}≤ 2|x_1|^{(iv)}≤ 2C|y|. ⊓⊔ úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œÍÅÓÔÏ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ F ∈ C^1 ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÍÅÎØÛÉÍ (É Ë ÔÏÍÕ ÖÅ \ÔÏÞÅÞÎÙÍ") ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅÍ.

ðÕÓÔØ X É Y | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, U | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x_0 ∈ X; F : U → Y . ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕ- ÅÍÙÍ Œ ÔÏÞËÅ x_0, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ÐÏ æÒÅÛÅ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ffi ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ‖x^′‖ ¡ ffi; ‖x‖ ¡ ffi, ÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ:

‖F (x^′) − F (x) − F^′(x_0)(x^′ − x)‖_Y ≤ ”‖x^′ − x‖_X

åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÓÔÒÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ Œ ÔÏÞËÅ x_0, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ F ∈ SD^1(x_0); Y ): åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÒÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ, ÔÏ ÏÎÁ (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ (É ÄÁÖÅ ÌÉÐÛÉÃÅŒÁ) Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) = x^2 · D(x), ÇÄÅ D(x) | ÆÕÎËÃÉÑ äÉÒÉÈÌÅ, ÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÐÒÉÍÅÒ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÐÏ æÒÅÛÅ, ÎÏ ÎÅ ÓÔÒÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

óËÁÖÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏŒ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ðÕÓÔØ f : C → C |ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. åÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ, ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ z = x + iy → f(z) = u(x; y) + iv(x; y). óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ z_0 = x_0 + iy_0; ÅÓÌÉ

f(z_0 + z) = f(z_0) + Az + o(|z|); A = ff + ifi ∈ C:

ïÔËÕÄÁ, ÐÏÌÏÖÉŒ z = t; t ∈ IR É ÐÅÒÅÊÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ: ff =^{@u}_{@x} ; fi =^{@v}_{@x} : áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÏÌÏÖÉŒ z = it; t ∈ IR É ÓÎÏŒÁ ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ: ff =^{@v}_{@y} ; fi = −^{@u}_{@y} . íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f = u+iv Œ ÔÏÞËÅ z_0 = u_0 +iv_0 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ: @u @x = @v @y ; @v @y = − @u @x üÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ ëÏÛÉ-òÉÍÁÎÁ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ z_0 (ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ u É v ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z_0).

éÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ îØÀÔÏÎ É ìÅÊÂÎÉÃ. ðÅÒŒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÄÁÌ (ÏÂ ÜÔÏÍ ÂÙÌÏ ÓËÁÚÁÎÏ) | œÅÊÅÒ- ÛÔÒÁÓÓ. îÅÞÔÏ ŒÒÏÄÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌ ŒÐÅÒŒÙÅ ìÁÇÒÁÎÖ. ïÎ ŒŒÅÌ ÐÏÎÑÔÉÅ ŒÁÒÉÁÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ. óÏŒÒÅÍÅÎÎÕÀ ÒÁÓÛÉÆÒÏŒËÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÏÇ ÉÍÅÔØ ŒŒÉÄÕ ìÁÇÒÁÎÖ, ÄÁÌÉ ÕÞÅÎÉËÉ áÄÁÍÁÒÁ | çÁÔÏ É ð. ìÅŒÉ. âÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌ æÒÅÛÅ (ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÅ Œ 5.4), ÎÏ Œ ÓÏÒÏËÏŒÙÅ ÇÏÄÙ ŒÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÁÎÁÌÉÚÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ æÒÅÛÅ ÌÉÛØ Œ ÔÏÞËÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÔÒÏÇÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÐÏ-ŒÉÄÉÍÏÍÕ ŒŒčÌ âÕÒÂÁËÉ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÏÓÈÏÄÉÔ Ë ëÏÛÉ.

5. äéææåòåîãéáìøîïå éóþéóìåîéå 45

5.5. þÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ. óÔÁÒÛÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ.

ðÕÓÔØ X; Y; Z | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, U | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ (x0; y0) Œ X ×Y , F : U → Z.

åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x → F (x; y0) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ Œ ÔÏÞËÅ xo ÐÏ æÒÅÛÅ, ÔÏ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÐÏ x ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F Œ ÔÏÞËÅ (x0; y0) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Fx(x0; y0 ) ÉÌÉ^{@F (x0 ;y0)}_{@x} .

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏ y Fy (x0; y0) =^{@F (x0 ;y0)}_{@y} .

ôÅÏÒÅÍÁ 5.4 (Ï ÐÏÌÎÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÅ). ðÕÓÔØ X; Y É Z | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ, U | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ (^x; ^y) Œ X × Y; F : U → Z | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÉÍÅÀÝÅÅ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ (x; y) ∈ U ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ Fx(x; y) É Fy(x; y):

åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (x; y) → Fx(x; y) É (x; y) → Fy(x; y) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ Œ ÔÏÞËÅ (^x; ^y) ∈ U, ÔÏ F ÓÔÒÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ É ÐÒÉ ÜÔÏÍ

F^′(^x; ^y)[¸; ȷ] = Fx(^x; ^y)¸ + Fy(^x; ^y)ȷ:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÏÓÉÔ ÞÉÓÔÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ É ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÄÌÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄŒÕÈ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÈ. íÙ ÅÇÏ ÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ F ∈ C^1(U) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ Œ U ÞÁÓÔ- ÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ Fx É Fy ÂÙÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ.

ðÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ŒÙÓÛÉÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ. ðÕÓÔØ X É Y | ÎÏÒÍÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, U | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ X. åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : U → Y ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ U, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^′ : U → L(X; Y ): ðÏÓËÏÌØËÕ L(X; Y ) ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÓÔÁŒÉÔØ ŒÏ- ÐÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ŒÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ

f^{′′}(x) = (f^′)^′(x) ∈ L(X; L(X; Y )):

ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ŒÙÓÛÉÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˝(x1; :::; xn) ÄÅËÁÒÔÏŒÁ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÑ X^n = X × · · · X Œ Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ i ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ xi → ˝(^x1; :::; ^xi−1 ; xi; ^xi+1; :::; ^xn) ÌÉÎÅÊÎÏ. åÓÌÉ X É Y ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙ, ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÐÏÌÉÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ L^n (X; Y ). îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ˝ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÎÏÓÔÉ, Ô.Å. ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ

‖˝‖ = sup ‖xi‖≤1;1≤i≤n ‖˝(x1; :::; xn)‖:

L^n(X; Y ) ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÅÓÌÉ ÎÏÒÍÕ ÚÁÄÁÔØ ÔÁË, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ŒÙÛÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

‖˝(x1; :::xn)‖ ≤ ‖˝‖ ‖x1‖:::‖xn‖:

îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L(X; L(X; Y )) ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ L^2 (X; Y ); :::; L(X; L(X; ; ; ; L(X; Y ):::)) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ L^n (X; Y ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

f^{(2)} ∈ L^2(X; Y ); :::; f^{(n)} ∈ L^n(X; Y ):

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ: ÅÓÌÉ X É Y | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, U | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ ^x É ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f : U → Y ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f^{′′}(^x), ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÅÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, Ô.Å. ÄÌÑ ŒÓÅÈ x1; x2 ∈ X f^{′′}(^x)[x1; x2 ] = f^{′′}(^x)[x2; x1] åÓÌÉ ˝(x1; x2) | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ˝(x; x) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÅÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ (ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ). ðÕÓÔØ X É Y | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, U | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ ^x; f : U → Y . åÓÌÉ f^{′′}(^x) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ

f(^x + x) = f(^x) + f^′(^x)[x] + 1 2 f^{′′}(^x)[x; x] + o(‖x‖^2_X ):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÏÖÉÍ

g(x) = f(^x + x) − f(^x) − f^′(^x)[x] − 1 2 f^{′′}(^x)[x; x] (i):

ôÏÇÄÁ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÎÑÔØ, g(0) = g^′ (0) = 0 É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ g^{′′} (0)[x; x] ≡ 0. éÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ

g^{′′}(0)[t1x1 + t2 x2; t1x1 + t2x2] = t^2_1 g^{′′} (0)[x1; x1 ] + 2g^{′′} (0)[x1; x2] + t^2g^{′′} (0)[x2; x2]

ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ É ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ g^{′′} (0) ÎÕÌÅŒÁÑ.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ‖g(x)‖ ≤ ”‖x‖^2(ii) ÐÒÉ ‖x‖ ¡ ffi. ðÏÌÏÖÉÍ h(x) = g^′ (x): ôÏÇÄÁ h(0) = h^′(0) = 0; ÏÔËÕÄÁ (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ) ‖h(x)‖ ≤ ”‖x‖ ÐÒÉ ‖x‖ ¡ ffi: ôÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ

‖g(x)‖ = ‖g(x) − g(0) − g^′ (0)[x]‖ ≤ sup_{¸∈[0;x]} ‖g^′ (¸)‖ ‖x‖ = sup_{¸∈[0;x]} ‖h(¸)‖ ‖x‖^{(ii)}¡ ”‖x‖^2:

úÁÍÅÎÑÑ g(x) ÅÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅÍ (i) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ. ⊓⊔

þÉÔÁÔÅÌÀ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÌÑ n-ÔÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ. îÁÍ ÏÎ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ.

5.6. îÁÞÁÌÁ ÔÅÏÒÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ.

ïÂÙÞÎÏ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÍÁËÓÉÍÕÍ É ÍÉÎÉÍÕÍ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÆÏÒÍÁÌÉÚÕÀÔÓÑ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÉ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÓÔÁŒÉÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ: ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÐÅÒÉÍÅ- ÔÒÁ ÎÁÊÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÐÌÏÝÁÄÉ. á Œ ÔÅÏÒÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÚÁÄÁÞÉ ÒÅÛÁÀÔÓÑ ÓÒÅÄÓÔŒÁÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ÂÙÌÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÂÙÌÉ ÚÁÐÉÓÁÎÙ Œ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ, ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ { ÆÏÒÍÁÌÉÚÏŒÁÎÙ. œ ÏÂÝÅÍ ŒÉÄÅ ÆÏÒÍÁÌÉÚÏŒÁÎ- ÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: ÎÁÊÔÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ (Ô.Å. ÍÁËÓÉÍÕÍ ÉÌÉ ÍÉ- ÎÉÍÕÍ) ÆÕÎËÃÉÉ f : X → —IR (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X É ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÅÊ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ IR = IR ∪ ±∞)ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ x ∈ C(C ⊂ X): ëÒÁÔËÏ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ ÔÁË f(x) → min(max); x ∈ C: (P )

åÓÌÉ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ É ÍÁËÓÉÍÕÍ É ÍÉÎÉÍÕÍ, ÐÉÛÅÍ f(x) → extr: ðÒÉ ÆÏÒÍÁ- ÌÉÚÁÃÉÉ ÎÁÄÏ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÔÏÞÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ŒcÅ ÔÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ: ÆÕÎËÃÉÀ f, ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ X É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ C.

òÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ (P) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ^x ∈ C, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ C ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f(x) ≥ f(^x) (f(x) ≤ f(^x)). ëÒÏÍÅ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÍÉ- ÎÉÍÕÍÏŒ É ÍÁËÓÉÍÕÍÏŒ, ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ X ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. ôÏÞËÁ ^x ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ (ÍÁËÓÉÍÕÍÁ), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(x) ≥ f(^x) (f(x) ≤ f(^x))∀x ∈ U:

ôÅÏÒÅÍÁ 5.5 (æÅÒÍÁ). ðÕÓÔØ X | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, U | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ ^x; f : U → IR; f ∈ D^1(^x); ^x | ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ (ÍÁËÓÉÍÕÍ ÉÌÉ ÍÉÎÉÍÕÍ) ÆÕÎËÃÉÉ f. ôÏÇÄÁ

f^′(^x) = 0:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ x ∈ X; x ≠ 0: ðÏÌÏÖÉÍ ’_x(t) := f(^x + tx): éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x ÆÕÎËÃÉÑ ’_x(·) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É ’^′_x(0) = ⟨f^′(^x); x⟩. åÓÌÉ ÄÏÐÕÓÔÉÔØ, ÞÔÏ ⟨f^′(^x); —x⟩ ≠ 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ —x , ÔÏ ÐÏ \ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ" ÔÅÏÒÅÍÅ æÅÒÍÁ, ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÕÒÓÁ, ^x ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÍÉÎÉÍÕÍÏÍ. ⊓⊔

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ÔÉÐÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒ:

f_0(x) → extr; f_i(x) = 0; i = 1; : : :; m; x = (x_1; : : :; x_n) (P_1)

æÕÎËÃÉÑ L(x; ˘) :=

∑_m

i=0 ˘_if_i(x) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÚÁÄÁÞÉ (P_1): œÅËÔÏÒ ˘ = (˘_0; :::; ˘_m) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ

ôÅÏÒÅÍÁ (ÐÒÁŒÉÌÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ). ðÕÓÔØ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÚÁÄÁÞÅ P_1 ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ É ^x ÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ Œ (P_1). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ ˘ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ

@L(^x; ˘) @x_i

= 0; 1 ≤ i ≤ n ⇔ m∑ i=0 ˘_if^′_i (^x) = 0:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 0.1. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÁÎÇÅ ÍÁÔÒÉÃÙ. 0.2. ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔ- ÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ.

1. éÍÅÅÔÓÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÁ: (I) {f^′_i (^x)}^m_{i=0} ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ É (II) ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÔÏÒÏÇÏ ÓÌÕ- ÞÁÑ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁŒÅÎ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍÕ ÞÉÓÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ. îÏ Õ ÍÁÔÒÉÃÙ A = (_{@fi(x̂)}

@x_j ) 0≤i≤m;1≤j≤m+1

ÉÍÅÅÔÓÑ ŒÓÅÇÏ m + 1 ÓÔÒÏËÁ É, ÓÏÇÌÁÓÎÏ (II) ŒÓÅ ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. úÎÁÞÉÔ, rankA = m + 1.

œ ÓÉÌÕ 0.1 ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÉÎÏÒ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÐÏÒÑÄËÁ m+1, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÎÕÌÑ. îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÓÅÂÑ Œ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÉÎÏÒ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÐÅÒŒÙÈ m + 1 ÓÔÏÌÂÃÏŒ É ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ A. ðÏÌÏÖÉÍ

y = (y_1; :::; y_{m+1}); F (y) = (F_0(y); :::; F_m(y))

F_i(y) = f_i(^x_1 + y_1; :::; ^x_{m+1} + y_{m+1}; ^x_{m+2}; :::; ^x_n)

ôÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÎÁÛÅÍÕ ÄÏÐÕÝÅÎÉÀ Ï ÍÉÎÏÒÅ ÏÔÌÉÞÎÏÍ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ F ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ 0.2 É, ÚÎÁÞÉÔ, ÐÒÉ ÍÁÌÏÍ ” ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ F (y_”) = (”; 0; :::; 0) ⇔ f_0(^x) = ”; f_i(^x) = 0; 1 ≤ i ≤ m. HÏ ÜÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ^x | ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ Œ ÚÁÄÁÞÅ.□

5.7. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÇÒÏÍÎÙ, É ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑ- ÅÔÓÑ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ ÄÁÔØ Ï ÎÉÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÌÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ÒÁÍËÁÈ ÜÔÉÈ ÌÅËÃÉÊ. úÄÅÓØ ÍÙ ÒÁÓÓËÁÖÅÍ Ï ÄŒÕÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ ÔÅÏÒÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ Ë ÁÎÁÌÉÚÕ É ÁÌÇÅÂÒÅ: Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ É Ë ÐÒÉ- ŒÅÄÅÎÉÀ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Ë ÇÌÁŒÎÙÍ ÏÓÑÍ.

1. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ É ÓÒÅÄÎÉÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ. äÌÑ x ∈ IR^n ŒŒÕÄčÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ

˚_p(x) :=

( ∑_{ni=1}

|x_i|^p n )_{1=p} ; p ≠ 0; ˚_0(x) := (˝^n_{i=0}|x_i|)^{1=n} ;

œ_p(x) :=

(_n ∑ i=1 |x_i|^p

)_{1=p} ; p ≠ 0:

œÅÌÉÞÉÎÙ ˚_p(x); p ≠ 0 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÒÅÄÎÉÍÉ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍÉ, œ_p(x); p ≠ 0 |ÓÔÅÐÅÎÎÙÍÉ, ˚_0 | ÓÒÅÄÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ˚_1 |ÓÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉ- ÞÅÓËÉÍ, ˚_{−1} | ÓÒÅÄÎÉÍ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍ.

éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. åÓÌÉ −∞ ¡ p ¡ q ¡ ∞ , ÔÏ ˚_p(x) ≤ ˚_q(x); œ_q(x) ≤ œ_p(x) (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ÉÚ IR^n).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÁÄÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÚÁÄÁÞÕ n∑ k=1 |x_k|^p → sup; n∑ k=1 |x_k|^q ≤ 1

É ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÁŒÉÌÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ.

ðÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÍ, ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ, Œ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ:

x^2_1 + x^2 → extr; x^4_1 + x^4_2 = 1:

œ ÓÉÌÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ É ÉÚ ÐÒÉÎÃÉÐÁ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÒÅÛÅ- ÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, É ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ.

æÕÎËÃÉÑ ìÁÇÒÁÎÖÁ: L = ˘_0(x^2_1 + x^2) + ˘_1x^4_1 + x^4_2 − 1): óÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

L_x = 0 ⇔ 2˘_0x_1 + 2˘_1x^3_1 = 0; 2˘_0x_2 + 2˘_1x^3_2 = 0:

åÓÌÉ ˘_0 = 0, ÔÏ ˘_1 ≠ 0 (Ô.Ë. ÎÅ ŒÓÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÎÕÌÉ), É ÔÏÇÄÁ x_1 = x_2 = 0, ÞÔÏ ÎÅ ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÏ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ. úÎÁÞÉÔ, ˘_0 ≠ 0 É ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ ˘_0 = 1. ôÏÇÄÁ ÌÉÂÏ x_1 = 0; x_2 = ±1, ÌÉÂÏ x_1 = ±1; x_2 = 0, ÌÉÂÏ x^2_1 = x^2 = −1=(2˘_1),Ô. Å. |x_1| = |x_2| = 2^{−1=4}:

œ ÉÔÏÇÅ ÐÅÒŒÙÅ ÄŒÅ ÐÁÒÙ ÄÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ, ÒÁŒÎÙÊ ÅÄÉÎÉÃÅ, Á ÞÅÔÙÒÅ ŒÁÒÉÁÎÔÁ ÔÒÅÔØÅÊ ÐÁÒÙ ÄÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÊ ÍÁËÓÉ- ÍÕÍ, ÒÁŒÎÙÊ √ 2. éÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ ( x^2_1 + x^2 2 )_{1=2} ≤ ( x^4_1 + x^4_2 2 )_{1=4}

; (x^4_1 + x^4_2)^{1=4} ≤ (x^2_1 + x^2)^{1=2}

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ É ÄÒÕÇÉÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Ï ÓÒÅÄÎÉÈ É ÓÒÅÄÎÉÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ.

5. äéææåòåîãéáìøîïå éóþéóìåîéå 49

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. äÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ | | | | | n∑ k=1 x_ky_k | | | | | ≤ (_n ∑ k=1 x^2_k

)_{1=2} (_n ∑ k=1 y^2_k

)_{1=2} : õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. äÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ çÅÌØÄÅÒÁ | | | | | n∑ k=1 x_ky_k | | | | | ≤ (_n ∑ k=1 |x_k|^p

)_{1=p} (_n ∑ k=1 |x_k|^{p′}

)_{1=p}′

; p ≥ 1; 1=p + 1=p^′ = 1:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. äÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ

(_n ∑ k=1 |x_k + y_k|^p

)_{1=p} ≤ (_n ∑ k=1 |x_k|^p

)_{1=p} + (_n ∑ k=1 |y_k|^p

)_{1=p}

p ≥ 1:

á2. üËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

1. ðÕÓÔØ X = (x^j_i )^n_{i;j=1} ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÏÒÑÄËÁ n. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ áÄÁÍÁÒÁ:

(detX)^2 ≤ n∏ i=1 ( n∑ j=1 (x^j_i )^2):

úÄÅÓØ ÎÁÄÏ ÐÒÏÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÁŒÉÌÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ

det(x^j_i )^n_{i;j=1} → sup; |x_i|^2 = 1; 1 ≤ i ≤ n:

2. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÄÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ðÕÓÔØ {x^1; : : :; x^k} | ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ IR^n . ôÏÇÄÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ d ÏÔ ÔÏÞËÉ x^0 ÄÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ {x^1; : : :; x^k} ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

d = d(x^0; span{x^1; :::x^k}; R^n) = ( (det(⟨x^i; x^j ⟩)^k_{i;j=0} (det(⟨x^i; x^j ⟩)^k_{i;j=1}

)_{1=2} (1) úÄÅÓØ ÎÁÄÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ

f(¸) = |x^0 + n∑ i=1 ¸_ix^i|^2 → inf

ðÒÉ ÜÔÏÍ: f(¸) = ⟨A_k¸; ¸⟩ + 2⟨a; ¸⟩ + b, ÇÄÅ A_k = (⟨x^i; x^j ⟩)^k_{i;j=1}, a = (⟨x^0; x^1⟩; : : :; ⟨x^0; x^k⟩); b = ⟨0x^0; x^0⟩; ¸ = (¸_1; : : :; ¸_k)

äÏËÁÚÙŒÁÅÍ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ^¸ É ÐÒÉ- ÍÅÎÑÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ æÅÒÍÁ f^′( ^¸) = 0 ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ (1).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ detA_k É detA_{k−1} ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ- ÌÑÍÉ çÒÁÍÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.5. œÐÉÓÁÔØ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ IR^n ÃÉÌÉÎÄÒ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂSSÅÍÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.6. œÐÉÓÁÔØ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ IR^n ÐÁÒÁÌÌÅÌÉ- ÐÉÐÅÄ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂSSÅÍÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.7. œÐÉÓÁÔØ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ IR^n ËÏÎÕÓ ÎÁÉ- ÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂSSÅÍÁ.