íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôïðïìïçéñ, 2 óåíåóôò

ìåëãéñ 4. çïíïìïçéé úáíëîõôùè íîïçïïâòáúéê.

œÎÁÞÁÌÅ | ÄŒÁ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÉ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ É ÓÉÎÇÕÌÑÒ- ÎÙÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. œ ÎÉÈ ÕÞÁÓÔŒÕÀÔ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ R, É ÉÓÐÏÌØ- ÚÕÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ìÅÍÍÁ 1. œÓÑËÉÊ ËÏÎÅÞÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ F ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÏÄÎÏÞÌÅÎÎÙÈ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÏŒ 0 → U → 0 É ÄŒÕÞÌÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ 0 → V → W → 0, ÇÄÅ ÓÒÅÄÎÑÑ ÓÔÒÅÌËÁ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÏÍÐÌÅËÓ 0 → A_n^{@n}−→ A_{n−1} → · · · → A_0 → 0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÏÄÎÏÞÌÅÎÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ 0 → Ker @_n → 0, ÄŒÕÞÌÅÎÎÏÇÏ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÁ 0 → (Ker @_n)^⊥ → Im @_n → 0, Œ ËÏÔÏÒÏÍ (Ker @_n)^⊥ ⊂ A_n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÒÑÍÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ker @_n ⊂ A_n, Á ÓÒÅÄÎÑÑ ÓÔÒÅÌËÁ | ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÉÅ @_n ÎÁ ÜÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ | ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, É ËÏÍÐÌÅËÓÁ 0 → A_{n−1} → · · · → A_0 → 0. äÁÌÅÅ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. ðÕÓÔØ 0 → A_n → · · · → A_0 → 0 | ËÏÍÐÌÅËÓ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ F. ôÏÇÄÁ

∑_n i=0(−1)^i dim A_i = ∑_n

i=0(−1)^i dim H_i(A; F).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÄŒÕÈ ËÏÍÐÌÅË- ÓÏŒ, ÔÏ ÏÎÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ É ÄÌÑ ÉÈ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÅÇÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ \ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ" ÏÄÎÏÞÌÅÎÎÙÈ É ÄŒÕÞÌÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ, ÕÐÏ- ÍÑÎÕÔÙÈ Œ ÌÅÍÍÅ 1, | Á ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÐÒÏŒÅÒËÁ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ.

îÁÚÏŒÅÍ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ A É B ËÏÍÐÌÅËÓ C, ÄÌÑ ËÏÔÏ- ÒÏÇÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, C_i = ⨁ p+q=i Ap⊗Bq , É @ C i = ⨁ p+q=i @ A q ⊗id ⊕(−1)^p id ⊗@^B_q .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. ðÕÓÔØ A É B | ËÏÍÐÌÅËÓÙ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ F. ôÏÇÄÁ H_i(A ⊗ B; F) = ⨁ p+q=i Hp(A; F) ⊗ Hq(B; F).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÐÑÔØ-ÔÁËÉ, ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ \ÌÉÎÅÊÎÏ" ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÐÒÑ- ÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ. äÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÌÅÍÍÙ 1 ÏÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÎÁÐÒÑÍÕÀ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÞÉÓÌÏ i-ÍÅÒÎÙÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÏŒ ÒÁŒÎÏ f_i. ôÏÇÄÁ

∑_n i=0(−1)^if_i =

∑_n i=0(−1)^i dim H_i(X; R) É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÓÕÍÍÁ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ.

óÕÍÍÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÊÌÅÒÏŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅ- ÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Ø(X).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, f_i = dim K_i(X; R), ÔÁË ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ŒÙÔÅ- ËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 1.

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (ÆÏÒÍÕÌÁ ëÀÎÎÅÔÁ). ðÕÓÔØ X É Y | ÄŒÁ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ. ôÏÇÄÁ H_i(X × Y; R) = ⨁ p+q=i Hp(X; R) ⊗ Hq(Y; R). 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõôïðïìïçéñ, 2 óåíåóôòìåëãéñ 4. çïíïìïçéé úáíëîõôùè íîïçïïâòáúéê.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÆÏÒÍÕÌÁ ëÀÎÎÅÔÁ ŒÅÒÎÁ ÔÁËÖÅ É ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÇÏÍÏÔÏÐÉ- ÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ËÌÅÔÏÞÎÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. [ÆÏÒÍÕÌÙ ëÀÎÎÅÔÁ] îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÌÅÔÏÞÎÙÊ ËÏÍ- ÐÌÅËÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X ×Y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ X É Y . ðÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 2.

ðÕÓÔØ ff_q : T_q → D^q | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. ôÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÅÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ. ðÕÓÔØ œ; ø | ËÌÅÔËÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ q É r ¡ q ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, É f_œ ; f_ø | ÉÈ ÈÁÒÁËÔÅ- ÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ r-ÍÅÒÎÁÑ ÇÒÁÎØ ` ÓÉÍÐÌÅËÓÁ T_q É ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~ : T_r → ` ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f_œ|_{@D}q ∘ ff_r ∘ ~ ∘ ff^{−1}_r ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÌÉÂÏ f_ø , ÌÉÂÏ −f_ø | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ f_ø Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÄÉÓËÁ D^r . œ ÐÅÒ- ŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ËÌÅÔËÉ œ É ø ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÙ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏ, ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ | ÎÅÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏ.

îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : D^n → X ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ D^n → f(D^n) ⊂ X. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÑ X ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ, ´ ⊂ X | ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÓÉÍÐÌÅËÓ ÍÁËÓÉÍÁÌØ- ÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n, É a ∈ Int ´. ôÏÇÄÁ Int ´ | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a, ÇÏ- ÍÅÏÍÏÒÆÎÁÑ D^n, Á ÐÒÏËÏÌÏÔÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ Int ´ \ {a} ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÁ S^{n−1}. œ ÇÒÕÐÐÅ ß_{n−1}(Int ´ \ {a}) = ZŒÙÄÅÌÅÎÁ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÏÂÒÁÚÕÀ- ÝÁÑ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f_� : T_n → X ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÕ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ T_n. œ ÓÌÕÞÁÅ ÅÓÌÉ X | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÜÔÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÍÏÖÅÔ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÏÒÉ- ÅÎÔÁÃÉÅÊ, ÉÌÉ ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ. åÓÌÉ ÏÎÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÄÌÑ ŒÓÅÈ n-ÍÅÒÎÙÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÏŒ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÑ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ (ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏŒÏÊ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ (Ï ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ). ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ËÏÍÐÁËÔ- ÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÂÅÚ ËÒÁÑ. ôÏÇÄÁ X ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÔÒÉÁÎÇÕ- ÌÑÃÉÀ, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÁÑ ËÌÅÔËÁ (ÓÉÍÐÌÅËÓ) ø ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n − 1 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÇÒÁÎÉÃÅ ÒÏŒÎÏ ÄŒÕÈ n-ÍÅÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË, œ_1 É œ_2. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ÏÒÉ- ÅÎÔÉÒÏŒÁÎÏ, ÔÏ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÍÐÌÅËÓ ø ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏ ÒÏŒÎÏ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÏŒ œ_1. œ_2.

ëÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÂÅÚ ËÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ X | ÓŒÑÚÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ôÏÇÄÁ H_n(X; Z_2) = Z_2, ÐÒÉÞÅÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÇÒÕÐÐÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ n-ÍÅÒÎÙÈ ÓÉÍ- ÐÌÅËÓÏŒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X. åÓÌÉ X ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ, ÔÏ H_n(X) = Z, É Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÓÕÍÍÕ n-ÍÅÒÎÙÈ ÓÉÍ- ÐÌÅËÓÏŒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÊ Ó ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÊ ÓÌÕÞÁÊ; ÓÌÕÞÁÊ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Z_2 ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ. œÙÂÅÒÅÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ- ŒÁÎÎÕÀ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÀ, É ÐÕÓÔØ œ = ∑ i k_iœ_i ∈ Z_n(K(X)). ðÕÓÔØ ø | ËÌÅÔËÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n − 1, ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ËÌÅÔÏË œ_i É œ_j . ôÏÇÄÁ ø ŒÈÏÄÉÔ Œ @œ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ±(k_i −k_j) = 0, ÏÔËÕÄÁ k_i = k_j. ðÏÓËÏÌØËÕ X ÓŒÑÚÎÏ, ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ n-ÍÅÒÎÙÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÃÅÐÏÞËÏÊ ÉÚ ÓÉÍÐÌÅËÓÏŒ;

íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõôïðïìïçéñ, 2 óåíåóôòìåëãéñ 4. çïíïìïçéé úáíëîõôùè íîïçïïâòáúéê.3

ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ k_i ÒÁŒÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ Z= Z_n(K(X)) = H_n(K(X)) (ÐÏÓËÏÌØËÕ (n + 1)-ÍÅÒÎÙÈ ÃÅÐÅÊ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ) = H_n(X).

œ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ø ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÅÎ ±k_i ± k_j = 0, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ k_i ≡ k_j mod 2. üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÏ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ Z_2.

ðÕÓÔØ Y ⊂ X | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m ≤ n, É ´ : Y → X | ŒÌÏÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ´_∗(1) ∈ H_m(X), ÇÄÅ 1 ∈ H_m(Y ) = Z| ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÏÍ, ÒÅÁÌÉÚÕÅ- ÍÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Y . œ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ Z_2 ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

ðÕÓÔØ f : X → Y | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓŒÑÚÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÈ n-ÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f : Z= H_n(X) → H_n(Y ) = Z ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÞÉÓÌÏ d, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ.

ôÏÞËÁ a ∈ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f, ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÁÑ f^′(x) : T_aX → T_{f(a)}Y | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X É Y ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÙ, ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T_aX É T_{f(a)}Y ÔÁËÖÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÙ, É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^′(x) ÍÏÖÅÔ ÌÉÂÏ ÓÏÈÒÁÎÑÔØ ÏÒÉÅÎÔÁ- ÃÉÀ, ÌÉÂÏ ÍÅÎÑÔØ ÅÅ. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÞËÅ a ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÚÎÁË œ(a) = +1, ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ œ(a) = −1.

ôÏÞËÁ b ∈ Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ f^{−1}(b) ⊂ X | ÎÅËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ. éÚ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ É ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ ËÏÎÅÞÎÏ.

ìÅÍÍÁ (óÁÒÄÁ). œÓÑËÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÏÄ- ÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÏ ÎÅËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÅ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ŒÅÒÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÁÌÏ | ÉÍÅÅÔ ÌÅÂÅÇÏŒÕ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ, É ÉÍÅÎÎÏ ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ ÓÏ ŒÓÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÅÍ Y . íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÌÅÍÍÕ óÁÒÄÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÈ n-ÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, É ÐÕÓÔØ b ∈ Y | ÎÅËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ∑ a∈f^{−1} (b) œ(a) = d. üÔÏ ÖÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÅÒÎÏ Œ Z2 ÂÅÚ ÐÒÅÄ-

ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÓÔÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÍ. Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ.