íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôïðïìïçéñ, 2 óåíåóôò

ìåëãéñ 6. ëïçïíïìïçéé.

óÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ q-ÍÅÒÎÏÊ ËÏÃÅÐØÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ C_q(X) → Z (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÔÉÐÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÎÅ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ !). íÎÏÖÅÓÔŒÏ q-ÍÅÒÎÙÈ ËÏÃÅÐÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ C^q(X). ëÏÇÒÁÎÉÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ffi_q : C^q(X) → C^{q+1}(X) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ Ë ÇÒÁ- ÎÉÞÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ @ ÎÁ ÃÅÐÑÈ: (ffiff)(c)^{def}= ff(@c). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ffi_q ∘ ffi_{q−1} = 0, ÔÏ ÅÓÔØ Im(ffi_{q−1}) ⊂ ffi_q; ÆÁËÔÏÒ H^q(X) = ffi_q = Im(ffi_{q−1}) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ q-ÍÅÒÎÙÍÉ (ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ) ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X. ðÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → C^0(X)^{ffi0}−→ C^1(X)^{ffi1}−→ : : : ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÃÅÐÎÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X.

ðÒÉÍÅÒ 1. 0-ÍÅÒÎÙÅ ËÏÃÅÐÉ ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X. ëÏÇÒÁÎÉÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ffi_{−1} ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÅÔ, ÔÁË ÞÔÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ 0-ÍÅÒÎÙÈ ËÏÇÒÁÎÉÃ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. õÓÌÏŒÉÅ ËÏÃÉËÌÁ ffi_0ff = 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ff ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ H^0(X) = ∏ i∈ß_0 (X) Z. ôÅÍ

ÓÁÍÙÍ, ÅÓÌÉ ß_0(X) (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X) ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ H^0(X) = H_0(X); ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ: ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË 0-ÃÉËÌ ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÔÏÞÅË. œ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ H_0(X) = Hom(H_0(X); Z).

œÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ff ∈ H^q(X) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ~ff : H_q(X) → Z, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ~ff(fl) = a(c), ÇÄÅ a | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ËÏÃÉËÌ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ff, Á c | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÃÉËÌ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑ- ÀÝÉÊ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ fl. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÚÁÍÅÎÁ a → a + ffib É c → c + @d ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ a(c), ÔÁË ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ~ff ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ËÏÒÒÅËÔÎÏ.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ff → ~ff ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ H^q (X) → Hom(H_q(X); Z). íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÜÔÏÇÏ ÄÅÌÁÔØ), ÞÔÏ ÜÔÏ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ; ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÏÎ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ.

îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f^∗ : C^q(Y ) → C^q (X), ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ÎÁ ÃÅÐÑÈ f_∗ : C^q (X) → C^q(Y ), Ô.Å. ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ f^∗ff(c) = ff(f_∗c). ïÞÅŒÉÄÎÏ, f^∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÃÅÐÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ, Ô.Å. ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ. üÔÏ ÐÏÒÏ- ÖÄÁÅÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ f^∗ : H^q(Y ) → H^q(X).

ôÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : X → Y É g : X → Y ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ, ÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ f^∗ : H^q(Y ) → H^q(X) É g^∗ : H^q(Y ) → H^q (X) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÄÌÑ ŒÓÅÈ q.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË ÄÌÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ Y ⊂ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (Ô.Å. ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ó ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÅÊ). çÒÕÐÐÁ C^q (X; Y ) ⊂ C^q (X) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÃÅÐÅÊ ÎÁ X, ÒÁŒÎÙÈ ÎÕÌÀ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÅ, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÉÔ ÃÅÌÉËÏÍ Œ Y . îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ffi_q ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ C^q(X; Y ) Œ C^{q+1}(X; Y ), É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÃÅÐÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓ, ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ H^q(X; Y ). ôÁË ÖÅ, ËÁË É ÄÌÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÁÒ É ÔÒÏÅË (ÓÔÒÅÌËÉ Œ ÎÉÈ ÎÁÐÒÁ- ŒÌÅÎÙ Œ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÕÀ, ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ, ÓÔÏÒÏÎÕ).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X | ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. q-ÍÅÒÎÏÊ ËÌÅÔÏÞÎÏÊ ËÏÃÅÐØÀ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ K_q(X) → Z; ËÏÇÒÁÎÉÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ffi_q : K_q(X) → K_{q+1}(X) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ Ë ÇÒÁÎÉÞÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ @_q : (ffi_q a)(œ) = ∑ ø [œ : ø ]a(ø ), ÇÄÅ œ | (q + 1)-ÍÅÒÎÁÑ ËÌÅÔËÁ, Á ÓÕÍÍÁ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ŒÓÅÈ q-ÍÅÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË ø .

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ · · ·^{ffiq−1}−→ K^q(X)^{ffiq}−→ K^{q+1}(X)^{ffiq+1}−→ : : : ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓ, ËÏÇÏ- ÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ H^·(X).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ | ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË ÄÌÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. óÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ X | ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ H^q(X; R) → (H_q(X; R))^∗, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ŒÙÛÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, H_q(X; R) É H^q(X; R) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ). åÓÌÉ Y | ÄÒÕÇÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ f^∗ : H^q(Y; R) → H^q(X; R) ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ f_∗ : H_q(X; R) → H_q(Y; R).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C^q(X; R) = (C_q(X; R))^∗, ÏÐÅÒÁÔÏÒ ffi_q ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ @_{q+1}, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÃÉËÌÏŒ Ker ffi_q | ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÇÒÁÎÉÃ Im @_{q+1}, Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÇÒÁÎÉÃ Im ffi_{q−1} | ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÃÉËÌÏŒ Ker @_q . ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. œÔÏÒÏÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôïðïìïçéñ, 2 óåíåóôòìåëãéñ 6. ëïçïíïìïçéé.

ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, RŒ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ. äÌÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÔÅÏÒÅÍÁ ÎÅŒÅÒÎÁ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, H_2(RP^2) = 0, ÎÏ H^2(RP^2) = Z_2 ≠ Hom(H_2(RP^2); Z).

óÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X ÍÏÖÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ, ÉÓÈÏÄÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÓÉÎÇÕ- ÌÑÒÎÙÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÏŒ, ÎÏ É ÉÚ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÕÂÏŒ. ðÕÓÔØ R_q = [−1; 1]^q | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ËÕÂ. ôÏÇÄÁ ÓÉÎ- ÇÕÌÑÒÎÙÊ ËÕÂ ÜÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : R_q → X, \ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ" ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ÃÅÐØ ÜÔÏ ÆÏÒÍÁÌØ- ÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÕÂÏŒ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, Á ÇÒÁÎÉÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË @f = ∑_q

i=1(−1)^i(f ∘ ~^+_i − f ∘ ~^−_i ), ÇÄÅ ~^+_i : R_{q−1} → R_q | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (q − 1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ ÎÁ ÇÒÁÎØ q-ÍÅÒÎÏÇÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ŒÓÔÁŒÌÑÅÔ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (x_1; : : : ; x_{q−1}) ∈ [−1; 1]^{q−1} ÅÄÉÎÉÃÕ ÎÁ i-ÏÍ ÍÅÓÔÅ; ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~^−_i : R_{q−1} → R_q ŒÓÔÁŒÌÑÅÔ −1. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ @_q ∘ @_{q+1} = 0, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÉÎÇÕ- ÌÑÒÎÙÈ \ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ" ÃÅÐÅÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÐÌÅËÓ. çÏÍÏÌÏÇÉÉ ÜÔÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ÒÁŒÎÙ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍ ËÏÍÐÌÅËÓÁ \ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÙÈ" ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÃÅÐÅÊ (Ô.Å. ÏÂÙÞÎÙÍ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X) | ÄÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÎÅÓÌÏÖÎÏ (ÍÙ ÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍ ÅÇÏ ÐÏÄÒÏÂÎÏ) É ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÔÏÍ ÏÞÅŒÉÄÎÏÍ ÆÁËÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ËÕÂ ÍÏÖÎÏ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÔØ (ÐÒÉÄÕÍÁÊÔÅ, ËÁË !), Á ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ | ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÍÎÏ- ÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ËÕÂÁÍ Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÇÒÁÎÅÊ (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÚŒÅÚÄÙ ŒÅÒÛÉÎ). íÙ ÂÕÄÅÍ Œ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÔØ ÐÏÄ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÃÅÐÑÍÉ, ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ É Ô.Ð., ËÕÂÉÞÅÓËÉÅ.

ðÕÓÔØ a ∈ C^p(X), b ∈ C^q (X), É œ : R_{p+q} → X | ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ËÕÂ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ p + q. ðÕÓÔØ I_{st} : R_s → R_t | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ I_{st}(x_1; : : : ; x_s) = (x_1; : : : ; x_s; −1; : : :; −1), Á I^′_{st} : R_s → R_t | ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ I^′_{st}(x_1; : : : ; x_s) = (−1; : : : ; −1; x_1; : : : ; x_s). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÕÀ ÃÅÐØ a ∪ b ∈ C^{p+q} (X) ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (a ∪ b)(f) =^1_2 (a(f ∘ I_{p;p+q} )b(f ∘ I^′_{q;p+q} ) + (−1)^{pq} b(f ∘ I_{q;p+q} )a(f ∘ I^′_{p;p+q} )). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ∪ | ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ÇÒÕÐÐÅ ÓÉÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÏÃÅÐÅÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÃÅÐÅÊ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1. áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ: a ∪ (b ∪ c) = (a ∪ b) ∪ c. 2. óÕÐÅÒ-ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ: (a ∪ b) = (−1)^{pq} (b ∪ a). 3. óÕÐÅÒ-ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ: ffi(a ∪ b) = ffia ∪ b + (−1)^pa ∪ ffib 4. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ: ÅÓÌÉ f : X → Y | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ f^∗a ∪ f^∗b = f^∗(a ∪ b) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÈ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÏÃÅÐÅÊ a; b ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Y .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ | ÐÒÑÍÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ff ∈ H^p(X), fi ∈ H^q(X) | ËÌÁÓÓÙ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÅ ËÏÃÉËÌÁÍÉ a É b. éÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ffi(a ∪ b) = 0 É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, a ∪ b ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ff ∪ fi.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ H^p(X) ⊗ H^q (X) → H^{p+q} (X) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ É ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ H^·(X) = ⨁ i H^i(X) Œ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ÓÕÐÅÒ-ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. åÓÌÉ f : X → Y | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ f^∗ : H^·(Y ) → H^·(X) | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÎÉÍ ËÏÃÉËÌ a ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÙÊ ÅÍÕ ËÏÃÉËÌ a + ffic; ÔÏÇÄÁ (a + ffic) ∪ b = a ∪ b + ffic ∪ b = a ∪ b + ffi(c ∪ b) ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÎ a ∪ b. üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ. áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ É ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÃÅÐÅÊ.

ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É p_1 : X × Y → X, p_2 : X × Y → Y | ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ É ŒÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ðÕÓÔØ ff ∈ H^p(X), fi ∈ H^q(Y ), ÔÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ff×fi ∈ H^{p+q} (X ×Y ) ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ff×fi = (p^∗_1ff)∪(p^∗_2fi). åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ Y = X, É ´ : X → X ×X | ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ (´(x) = (x; x)), ÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ff ∪ fi = ´^∗(ff × fi).

ïÐÅÒÁÃÉÀ × ÌÅÇËÏ ÏÐÉÓÁÔØ Œ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ:

ôÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ X, Y | ËÌÅÔÏÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Á a; b | ËÌÅÔÏÞÎÙÅ ËÏÃÉËÌÙ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ËÌÁÓÓÙ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ff ∈ H^p(X) É fi ∈ H^q(Y ). ôÏÇÄÁ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ff × fi ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ ËÏÃÉËÌÏÍ a × b, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ ËÌÅÔËÅ œ × ø ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X × Y ÒÁŒÎÏ (−1)^{pq} a(œ)b(ø ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ŒÎÁÞÁÌÅ X, Y | ÂÕËÅÔÙ ÓÆÅÒ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ p É q ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ËÌÅÔÏÞÎÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ. äÌÑ ÎÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X, Y | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ËÌÅÔÏÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ p É q ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ß_X : X → X^{′ def}= X=X^{p−1} É ß_Y : Y → Y^{′ def}= Y =Y^{q−1}. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X^′, Y^′ | ÂÕËÅÔÙ ÓÆÅÒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ðÒÏÅËÃÉÉ ß_X , ß_Y ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ Œ ËÏÇÏÍÏÌÏ- ÇÉÑÈ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ËÏÃÉËÌÙ a^′, b^′ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a = ß^∗_X a^′, b = ß^∗_Y b^′. ïÔÓÀÄÁ Œ ÓÉÌÕ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ × ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ (a × b)(œ × ø ) = (ß^∗_X a^′ × ß^∗_Y b^′)(œ × ø ) = (ß_X × ß_Y )^∗(a^′ × b^′)(œ × ø ) = (a^′ × b^′)(ß_X (œ) × ß_Y (ø )) = (−1)^{pq} a^′(ß_X (œ))b^′(ß_Y (ø )) = (−1)^{pq} a(œ)b(ø ).

ðÕÓÔØ, ÎÁËÏÎÅÃ, X É Y | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ËÌÅÔÏÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. úÄÅÓØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÏÖÅ ŒÙÔÅ- ËÁÅÔ ÉÚ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ: ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ´_X : X^p → X É ´_Y : Y^q → Y , ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ.