íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôïðïìïçéñ, 2 óåíåóôò

ëáë ðòáœéìøîï ïðòåäåìñôø õíîïöåîéå ëïãåðåê é ëïçïíïìïçéê

óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ T_q = {(x_0; : : :; x_q) | ∀i x_i ≥ 0; x_0 + · · · + x_q = 1}. åÇÏ ÇÒÁÎÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ p, 0 ≤ p ≤ q, ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÍÏÝÎÏÓÔÉ p+1 Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Q = {0; 1; : : :; q}: ÅÓÌÉ P | ÔÁËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÏ ÇÒÁÎØ `_P ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ x_i = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ∈ Q\P . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÅÒÛÉÎÙ ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ 0; 1; : : :; q.

äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË a_0; : : : ; a_q Œ ÅŒËÌÉÄÌÏ- ŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~_{(a0;:::;aq)} : T_q → conv({a_0; : : : ; a_q}) ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ Œ ŒÙÐÕËÌÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ÔÏÞÅË a_0; : : : ; a_q, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ŒÅÒÛÉÎÁ ÎÏÍÅÒ i ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÔÏÞËÕ a_i. åÓÌÉ f : T_q → X | ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ q-ÓÉÍÐÌÅËÓ, ÔÏ ÐÏÄ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ f|_{(a0;:::;ap)} ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ p-ÓÉÍÐÌÅËÓ | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ~_{(a0;:::;ap)} É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ f ÎÁ ÇÒÁÎØ `_{{a0;:::;ap }}.

çÒÁÎÉÃÅÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅÓÁ f : T_q → X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ (q−1)- ÃÅÐØ

∑_q i=0(−1)^i f|_{Pi} , ÇÄÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ P_i ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ (0; : : : ; q) ŒÙÞÅÒËÉŒÁÎÉÅÍ ÞÉÓÌÁ i.

åÓÌÉ a ∈ C^p(X). b ∈ C^q (X), ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÃÅÐÉ a ∪ b ÎÁ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÍ ÓÉÍ- ÐÌÅËÓÅ f : T_{p+q} → X ÒÁŒÎÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, a( f|_{(0;1;:::;p)})b( f|_{(p;p+1;:::;p+q)}); ÎÁ ÐÒÏÞÉÅ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÃÅÐÉ a ∪ b ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÃÅÐÅÊ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1. ffi(a ∪ b) = (ffia) ∪ b + (−1)^pa ∪ (ffib). 2. (a ∪ b) ∪ c = a ∪ (b ∪ c).

3. (b ∪ a)(f) = (a ∪ b)( f|_{(p+q;p+q−1;:::;0)}).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

óŒÏÊÓÔŒÏ 1 (ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ) ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ËÏÇÏ- ÍÏÌÏÇÉÑÈ: ÐÕÓÔØ ff ∈ H^p(X), fi ∈ H^q(X) | ËÌÁÓÓÙ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ- ÎÙÅ ÃÉËÌÁÍÉ a É b. ôÏÇÄÁ a ∪ b | ÃÉËÌ: ffi(a ∪ b) = (ffia) ∪ b ± a ∪ (ffib) = 0; ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÍÙÊ ÉÍ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ff ∪ fi. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒ- ÒÅËÔÎÏ: ÅÓÌÉ a^′ = a + ffix É b^′ = b + ffiy | ÄÒÕÇÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÉ ËÌÁÓÓÏŒ ff É fi, ÔÏ a^′∪b^′ = a∪b+a∪(ffiy)+(ffix)∪b+(ffix)∪(ffiy) = a∪b+ffi((−1)^{q−1}a∪y+x∪b+x∪(ffiy)) | ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌØ ÔÏÇÏ ÖÅ ËÌÁÓÓÁ ff ∪ fi.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1’. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1. ffi(ff ∪ fi) = (ffiff) ∪ fi + (−1)^pff ∪ (ffifi). 2. (ff ∪ fi) ∪ fl = ff ∪ (fi ∪ fl). 3. fi ∪ ff = (−1)^{pq}(ff ∪ fi).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óŒÏÊÓÔŒÁ 1 É 2 ŒÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ ËÏÃÅÐÅÊ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 3 ÎÕÖÎÁ ÔÁËÁÑ ÌÅÍÍÁ: 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõôïðïìïçéñ, 2 óåíåóôòëáë ðòáœéìøîï ïðòåäåìñôø õíîïöåîéå ëïãåðåê é ëïçïíïìïçéê

ìÅÍÍÁ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÃÅÐÎÁÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ! : C_s(X) → C_{s+1}(X), ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑ- ËÏÇÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ f : T_s → X ŒÅÒÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ f_{(s;s−1;:::;0)}+(−1)^{s(s−1)=2}f = @!(f) + !(@f).

óŒÏÊÓÔŒÏ 3 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ, ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÃÅÐÎÏÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Œ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ, É ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (p + q)(p + q − 1)=2 = p(p − 1)=2 + q(q − 1)=2 + pq.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ T_s × [0; 1]. üÔÏ ÐÒÉÚÍÁ, ŒÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ 0; 1; : : :; s ÎÁ ÎÉÖÎÅÍ ÏÓÎÏŒÁÎÉÉ É ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ 0; 1; : : : ; s ÎÁ ŒÅÒÈÎÅÍ ÏÓÎÏŒÁÎÉÉ. ôÒÉÁÎÇÕÌÉÒÕÅÍ ÐÒÉÚÍÕ ÔÁË (ÓÉÍ- ÐÌÅËÓÙ ÚÁÄÁÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ŒÅÒÛÉÎ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔ ÚÁÏÄÎÏ ÉÈ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÏÍ): (0 1 2 : : :q q)∪(0 1 : : : (q−1) q q − 1)∪ · · · ∪ (0 q q − 1 : : : 0). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~f : T_s × [0; 1] → X ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏÍ ~f = f ∘ ß, ÇÄÅ ß | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ É ÐÏÌÏÖÉÍ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, !(f) =

∑_s t=1(−1)^{t(t−1)=2} ~f | | |_{mt} , ÇÄÅ mt | t-ÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ ÏÐÉÓÁÎ- ÎÏÊ ŒÙÛÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ. ôÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ! ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÎÁÐÒÑÍÕÀ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

ðÕÓÔØ a ∈ C^p(X), b ∈ C^q (Y ). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, a×b = p^∗_X a∪p^∗_Y b ∈ C^{p+q} (X×Y ), ÇÄÅ p_X ; p_Y : X ×Y → X; Y | ÐÒÏÅËÃÉÉ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. õÍÎÏÖÅÎÉÅ × ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1. ffi(a × b) = (ffia) × b + (−1)^pa × (ffib). 2. a × (b × c) = (a × b) × c.

3. åÓÌÉ Y = X, É ´ : X → X ×X | ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÔÏ ´^∗(a×b) = a ∪ b.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

óŒÏÊÓÔŒÏ 1 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ, ËÁË ÜÔÏ ÄÅ- ÌÁÌÏÓØ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ∪. óŒÏÊÓÔŒÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ×-ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÂÕËŒÁÌØÎÏ ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 2.

ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÏŒ T_p ×T_q ÍÏÖÎÏ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË: ÓÉÍÐÌÅËÓÙ ÔÒÁÎÇÕÌÑÃÉÉ ÉÍÅÀÔ ŒÅÒÛÉÎÙ ŒÉÄÁ (i_0; j_0); : : : ; (j_{p+q}; j_{p+q} ), ÇÄÅ ÐÁÒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ i; j ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ i_s ≤ i_{s+1}, j_s ≤ j_{s+1} É i_s + j_s = s ÄÌÑ ŒÓÅÈ s = 0; 1; : : :; p + q. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ sgn(i; j) = p(p − 1)=2 + ∑ i_s¡i_{s+1} s.

ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÏŒ f : T_p → X É g : T_q → X ÓÉÍŒÏÌÏÍ f×g ∈ C_{p+q} (X×Y ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ÃÅÐØ, ÒÁŒÎÁÑ ∑ i;j(−1)^{sgn(i;j)} f × g|_{mij} , ÇÄÅ m_{ij} | ÓÉÍÐÌÅËÓ, ŒÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÐÁÒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ i; j, É Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ f × g : T_p × T_q → X | ÄÅËÁÒÔÏŒÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.

1. @(f × g) = (@f) × g + (−1)^p f × (@g). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÏŒ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.

2. (f × g) × h = f × (g × h). 3. (a × b)(f × g) = (−1)^{pq} a(f)b(g).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ | ÐÒÑÍÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ.

ðÕÓÔØ f : T_{p+q} → X | ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ, É a ∈ C^p(X). ôÏÇÄÁ f ∩ a^{def}= a( f|_{(0;1;:::;p)}) f|_{(p;p+1;:::;p+q)} ∈ C_q(X).

íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõôïðïìïçéñ, 2 óåíåóôòëáë ðòáœéìøîï ïðòåäåìñôø õíîïöåîéå ëïãåðåê é ëïçïíïìïçéê3

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.

1. @(f ∩a) = (@f)∩a+(−1)^{p+q} f ∩(ffia). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÐÅÒÁÃÉÑ ∩ ÏÐÒÅÄÅÌÎÁ ÎÁ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ.

2. (f ∩ a) ∩ b = f ∩ (a ∪ b).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ | ÐÒÑÍÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ.