éÎŒÁÒÉÁÎÔÙ çÒÏÍÏŒÁ{œÉÔÔÅÎÁ É ËŒÁÎÔÏŒÙÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ

ìåëãéé 2, 3 É 4

îÁ ÜÔÉÈ ÌÅËÃÉÑÈ ÍÙ ÉÚÕÞÉÍ ËÏÌØÃÏ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÏŒ. äÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (Siebert, Tian). ðÕÓÔØ ËÏÌØÃÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

H^∗(X; Z) = Z[Z_1; : : : ; Z_k]=⟨R_1; : : : ; R_l⟩;

ÇÄÅ Z_1; : : : ; Z_k | ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ, Á R_1; : : : ; R_l | ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ËÏÌØÃÏ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ X ÒÁŒÎÏ

H^∗(X; Z) = Z[Z_1; : : : ; Z_k ; q]=⟨R^∗_1; : : : ; R^∗_l ⟩;

ÇÄÅ R^∗_1; : : : ; R^∗_l | ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÎÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÎÙÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËŒÁÎÔÏ- ŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁÊÄÅÍ ËÏÌØÃÏ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÐÒÏ- ÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ëÏÌØÃÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ P^n ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ËÌÁÓÓÁÍÉ H^i, ÇÄÅ H = c_1O_Pn(1) | ËÌÁÓÓ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔ çÒÏÍÏŒÁ{œÉÔÔÅÎÁ ŒÉÄÁ ⟨ · ; · ; H⟩_fi | ÜÔÏ ⟨H^n ; H^n; H⟩_l = 1, ÇÄÅ l = H^{n−1} | ËÌÁÓÓ ÐÒÑÍÏÊ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÁËÓÉÏÍÅ ÄÉŒÉÚÏÒÁ ÔÁËÏÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏ- ÎÁÌÅÎ ÄŒÕÈÔÏÞÅÞÎÏÍÕ. é ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ËÒÉŒÙÈ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ÄŒÁ ÃÉËÌÁ, ÂÙÌÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÉ ÃÉËÌÙ ÂÙÌÉ ÄŒÕÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ, Á ËÒÉŒÁÑ | ÐÒÑÍÏÊ; ÔÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ÒÁŒÅÎ 1.

ëÏÌØÃÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ P^n ÒÁŒÎÏ Z[H]=H^{n+1}. ëÁË ÍÙ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ, H^i ∘ H = H^{i+1}, ÅÓÌÉ i ¡ n. úÎÁÞÉÔ, H^{∘(n−1)} = H^{n−1}. äÁÌÅÅ, H^n ∘ H = 0 + 1 · q. ïÔÓÀÄÁ

QH(P^n) = Z[H; q]=⟨H^{∘(n+1)} − q⟩:

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ËÁË ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ. ðÕÓÔØ E = C^n , ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ G = G(l; E) | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ l- ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ E É k = n − l. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÏÌÎÙÊ ÆÌÁÇ F_• = {pt = F_0 ⊂ F_1 ⊂ F_2 ⊂ : : : ⊂ F_n = E}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ˘ = (˘_1 ⩾ ˘_2 ⩾ : : : ⩾ ˘_l ⩾ 0), ˘_1 ⩽ k.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ãÉËÌÏÍ (ËÌÅÔËÏÊ) ûÕÂÅÒÔÁ ÎÁ G ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÌÁÇÁ F_• ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ

˙_˘(F_•) = {V ∈ G| dim(V ∩ F_{k+i−˘i} ) ⩾ i ∀ 1 ⩽ i ⩽ l}:

ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÃÉËÌÁ ûÕÂÅÒÔÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÓ ÅÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ |˘| = ∑ ˘_i. ãÉËÌÏÍ (ËÌÅÔËÏÊ) ûÕÂÅÒÔÁ ˙_˘ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ ÃÉËÌÁ ˙_˘(F_•) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÆÌÁÇÁ F_•.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ËÌÁÓÓ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÆÌÁÇÁ (ÔÁË ËÁË ÌÀ- ÂÏÊ ÆÌÁÇ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ Œ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ GL_n(E)), ÔÁË ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ. 1

ãÉËÌÙ ûÕÂÅÒÔÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ; ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÂÁÚÉÓ (ËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ) ÅÇÏ ÇÒÕÐÐÙ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.

ðÕÓÔØ ^˘ = (k − ˘_l; : : : ; k − ˘_1). ãÉËÌ ˙_{^̆} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÏÍ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ Ë ˙_˘. üÔÏ ÎÁÚŒÁÎÉÅ ÏÂÕÓÌÏŒÌÅÎÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ ˙_˘ · ˙_¯ = ffi^˘_{^̄} · [pt].

ãÉËÌÙ ûÕÂÅÒÔÁ ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ àÎÇÁ ÒÁÚÍÅÒÏÍ l × k, ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ.

Figure 1. äÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ ÄÌÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ (5,3,2,0) ÎÁ G(4,10)

œ ÔÁËÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÃÉËÌ ÉÍÅÅÔ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÄÏÐÏÌ- ÎÅÎÉÅ Ë ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÃÉËÌÁ.

Figure 2. äÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ ÄÌÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ^˘, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ Ë ÒÁÚÂÉ- ÅÎÉÀ˘

ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÃÉËÌÏŒ ûÕÂÅÒÔÁ Œ ÏÂÝÅÍ ŒÉÄÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÁË

˙_fl · ˙¯ = ∑ ⟨˘; ¯; ^˚⟩_0˙_˚ :

ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ⟨˘; ¯; ^˚⟩_0 | ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ˙_˘, ˙_¯ É ˙_{^̊} (ÜÔÏ ÎÅ- ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÄÏÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ˙_{^̊}). ôÏ ÅÓÔØ, ÐÏ ÁËÓÉÏÍÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Œ ÔÏÞËÕ, ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ çÒÏÍÏŒÁ{œÉÔÔÅÎÁ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ÔÏÞËÉ ÄÌÑ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

íÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ðÕÓÔØ S | ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, Á Q | ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÆÁËÔÏÒÒÁÓÓÌÏÅ- ÎÉÅ. îÅÓÌÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ

œ_i := ˙_{(i)} = c_i(Q):

ðÅÒÅÊÄÑ Ë ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÕ, ÐÏÌÕÞÉÍ

c_i := ˙_{(1)}i = c_i(S^∗):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ. 2

ëÌÁÓÓÙ œ_i ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ ûÕÂÅÒÔÁ. äÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÉÈ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ðØÅÒÉ ˙_˘ · œ_p = ∑ ˙_¯;

ÇÄÅ |¯| = |˘| + p É k ⩾ ¯_1 ⩾ ˘_1 ⩾ ¯_2 ⩾ ˘_2 : : : ⩾ ¯_l ⩾ ˘_l. œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÞÔÏÂÙ ÕÍÎÏÖÉÔØ ËÌÅÔËÕ ûÕÂÅÒÔÁ ÎÁ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ ËÌÁÓÓ œ_p, ÎÁÄÏ Œ ÅÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÄÏÂÁŒÉÔØ p ËÌÅÔÏË ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉËÁËÉÅ ÄŒÅ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÐÏÐÁÌÉ Œ ÏÄÉÎ ÓÔÏÌÂÅÃ.

äÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÖÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÐÏ ÓÐÅÃÉ- ÁÌØÎÙÍ ËÌÁÓÓÁÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ äÖÁÍÂÅÌÌÉ. ðÏÌÏÖÉÍ (ÆÏÒÍÁÌØÎÏ) œ_i := 0 ÄÌÑ i ¡ 0 ÉÌÉ i ¿ k. ôÏÇÄÁ

˙_˘ = det(œ_{˘i+j−i})_{1⩽i;j⩽l}:

ôÁË ËÁË ÒÁÎÇ S^∗ ÒÁŒÅÎ l, ÔÏ ÐÒÉ l ¡ i ⩽ n ÉÍÅÅÍ

c_i = det(1 + i − j)_{1⩽i;j⩽l} = 0: (⋆)

úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Œ ËÏÌØÃÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÍ

H^∗(G; Z) = Z[œ_1; : : : ; œ_k]=⟨c_{l+1}; : : : ; c_n⟩: (•)

äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ, ËÁË ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (⋆) ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËŒÁÎ- ÔÏŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ËŒÁÎÔÏŒÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÆÏÒÍÕÌÙ ðØÅÒÉ.

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ôÁË ËÁË H_2(G; Z) ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ËÌÁÓÓÏÍ ˙_{(k)}l−1_{;k−1}, ÔÏ ËÌÁÓÓ ËÒÉŒÏÊ fi ÎÁ G ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÓÔÅÐÅÎØÀ deg fi = fi · ˙_1 Œ ÐÌÀË- ËÅÒÏŒÏÍ ŒÌÏÖÅÎÉÉ (˙_1 | ËÌÁÓÓ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ Œ ÎÅÍ). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ

⟨fl_1; fl_2; fl_3⟩_{deg fi} := ⟨fl_1; fl_2; fl_3⟩_fi :

îÁÚÏŒÅÍ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : P^1 → G ÓÔÅÐÅÎØ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÁ (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, deg f = deg f^∗˙_1). íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÔØ ËÒÉŒÕÀ ÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ Ó ÔÁËÉÍ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅÍ (ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ËÒÉŒÏÊ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ œ_˘ := ˙_˘ ⊗ 1. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ËŒÁÎÔÏŒÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÒÏ- ÓÔÏ \·".

ôÅÏÒÅÍÁ 7 (ëŒÁÎÔÏŒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ðØÅÒÉ, âÅÒÔÒÁÍ). åÓÌÉ ˘ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÏ- ÕÇÏÌØÎÉËÅ l × k, Á p ⩽ k, ÔÏ

œ_˘ · œ_p = ∑ œ_¯ + q ∑ œ_˚ ;

ÇÄÅ ÓÕÍÍÙ ÂÅÒÕÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ¯, ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ |¯| = |˘| + p É k ⩾ ¯_1 ⩾ ˘_1 ⩾ ¯_2 ⩾ ˘_2 : : : ⩾ ¯_l ⩾ ˘_l, É ÐÏ ŒÓÅÍ ˚, ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ |˚| = |˘| + p − n É ˘_1 − 1 ⩾ ˚_1 ⩾ ˘_2 − 1 ⩾ ˚_2 ⩾ : : : ⩾ ˘_l − 1 ⩾ ˚_l ⩾ 0.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÄŒÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÌÅÍÍÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8. ðÕÓÔØ Y ⊂ G(l; E) | ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ. ñÄÒÏÍ Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ E, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÔÏÞËÁÍ Y . ìÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ E, ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÅÅ ŒÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÔÏÞËÁÍ Y . 3

ìÅÍÍÁ 9. ðÕÓÔØ C | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÎÁ G. ôÏÇÄÁ ÑÄÒÏ C ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ l − d, Á ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ l + d.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ C | ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : P^1 → G ÓÔÅÐÅÎÉ d. ôÏÇÄÁ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁŒÅÎ f^∗S =

⨁_l i=1 O_P1(−a_i) ÄÌÑ ÎÅ- ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ a_i ⩾ 0, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ∑ a_i = d, Á f ÚÁÄÁÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ ⨁_l

i=1 O_P1(−a_i) ⊂ E ⊗ O_P1. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ p ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ ÓÌÏÊ ÎÁÄ p ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. åÓÌÉ (s : t) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ P^1, ÔÏ ÂÁÚÉÓÏÍ `(O_P1(a_i)) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ {s^j t^{ai−j} }_{0⩽j⩽ai} , ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ O_P1(−a_i) → E ⊗ O_P1 Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ËÁË

a_j∑

j=0 ff_j s^{−j} t^{j−ai} →

a_j∑

j=0 v^{(i)}_j ⊗ ff_j

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ v^{(i)}_j (ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ f^∗S É ⨁_l

i=1 O_P1(−a_i)). ìÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ C | ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {v^{(i)}_j } ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ∑ (a_i + 1) = l + d. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ l − d ÉÚ ÞÉÓÅÌ a_i ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÁË ÞÔÏ ÑÄÒÏ C ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ v^{(i)}_0 É ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ l − d. □ úÁÍÅÞÁÎÉÅ 10. œÏÏÂÝÅ, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÒÉŒÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ d, ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ çÒÏÍÏŒÁ{œÉÔÔÅÎÁ, ÉÍÅÀÔ ÑÄÒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÒÏŒÎÏ l − d É ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÒÏŒÎÏ l + d.

ðÕÓÔØ ˘ | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, Á d | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÏÇÄÁ »˘ ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ d ÌÅŒÙÈ ËÏÌÏÎÏË ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ÄÌÑ ˘. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, »˘_i = max(˘_i − d; 0).

ìÅÍÍÁ 11. ðÕÓÔØ C ⊂ G | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ d ⩽ k. ðÕÓÔØ W ⊂ E | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ l + d, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ C. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ˘ | ÔÁËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÞÔÏ C ∩ ˙_˘(F_•) ≠ ∅, ÔÏ W ÌÅÖÉÔ Œ ËÌÅÔËÅ ûÕÂÅÒÔÁ ˙ˇ_˘(F_•) Œ G(l + d; E).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ V ∈ C ∩ ˙_˘(F_•). ôÏÇÄÁ, ÔÁË ËÁË V ⊂ W , ÔÏ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÌÅÔÏË ûÕÂÅÒÔÁ ÄÌÑ V ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ dim(W ∩ F_{k+i−˘i} ) ⩾ i ÄÌÑ ŒÓÅÈ i. üÔÏ É ÅÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ W ÌÅÖÉÔ Œ ˙ˇ_˘(F_•). □

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÌÅÍÍ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ËŒÁÎÔÏŒÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ðØÅÒÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ðØÅÒÉ. ðÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ | ÜÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ðØÅÒÉ. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ÍÙ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉ- ÒÕÅÍ ÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ ff É fi | ÔÁËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÞÔÏ |ff| + |fi| + p = lk. ôÏÇÄÁ

⟨˙_ff; ˙_fi ; ˙_p⟩_0 = { 1; ÅÓÌÉ ff_i + fi_j ⩾ k ÄÌÑ i + j = l É ff_i + fi_j ⩽ k ÄÌÑ i + j = l + 1; 0 Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÏ, ÐÒÉ- ÞÅÍ ÓÔÅÐÅÎØ q ÒÁŒÎÁ n. üÔÏ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ çÒÏÍÏŒÁ{œÉÔÔÅÎÁ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ËÒÉŒÙÍ ÓÔÅÐÅÎÉ d, ÎÅ ÂÙÌ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, 4

ÞÔÏÂÙ |ff| + |fi| + p = lk + dn. ðÕÓÔØ C | ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ d ⩾ 1 ÎÁ G, ÐÅÒÅÓÅËÁÀ- ÝÁÑ ˙_ff(F_•), ˙_fi (G_•) É ˙_p(H_•) (F_•, G_• É H_• | ÏÂÝÉÅ ÆÌÁÇÉ). ðÏ ÌÅÍÍÅ 9 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ⊂ E ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ l + d, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ C. ðÏ ÌÅÍÍÅ 11 W ⊂ ˙_{ff̌} ∩ ˙ˇ_fi ∩ ˙_{p̌} , ÇÄÅ »ff É »fi ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÌÅŒÙÈ d ËÏÌÏÎÏË, Á »p = max(p − d; 0). ôÁË ËÁË ÆÌÁÇÉ ŒÙÂÒÁÎÙ ÏÂÝÉÍÉ, ÔÏ |»ff| + | »fi| + »p ⩽ (l + d)(k − d). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,

|»ff| + | »fi| + »p ⩾ |ff| + |fi| − 2ld + p − d = (l + d)(k − d) + d^2 − d:

ðÏÜÔÏÍÕ d = 1 É ff_l ⩾ 1, fi_l ⩾ 1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËŒÁÎÔÏŒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ðØÅÒÉ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ |ff| + |fi| + p, ÔÏ

⟨˙_ff; ˙_fi ; ˙_p⟩_1 =

1 ÅÓÌÉ ff_i + fi_j ⩾ k + 1 ÄÌÑ i + j = l + 1 É ff_i + fi_j ⩽ k ÄÌÑ i + j = l + 2;

0 Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ:

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ⟨˙_ff; ˙_fi ; ˙_p⟩_1 = ⟨˙_{ff̌}; ˙ˇ_fi; ˙_{p̌}⟩_0, ÇÄÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ðØÅÒÉ Œ G(l + 1; E).

åÓÌÉ ⟨˙_{ff̌}; ˙ˇ_fi ; ˙_{p̌}⟩_0 = 0, ÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ W ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, Á, ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ËÒÉŒÏÊ C, ÔÁË ÞÔÏ ⟨˙_ff; ˙_fi ; ˙_p⟩_1 = 0. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ⟨˙_{ff̌}; ˙ˇ_fi ; ˙_{p̌}⟩_0 = 1, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ⊂ X ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÉ l + 1, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅÓÑ Œ ˙_{ff̌} ∩ ˙ˇ_fi ∩ ˙_{p̌}. ôÁË ËÁË ÆÌÁÇÉ ÏÂÝÉÅ, ÔÏ W ÌÅÖÉÔ ŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÉ ûÕÂÅÒÔÁ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, Œ ÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÚÎÁËÉ ⩾ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ =; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_1 = W ∩F_{n−ffl} É V_2 = W ∩ G_{n−fil} ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ l. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ V_1 ∈ ˙_ff(F_•) É V_2 ∈ ˙_fi (G_•). ôÁË ËÁË ˙_ff(F_•) É ˙_fi (G_•) ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ (ÐÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ), ÔÏ V_1 ≠ V_2, ÔÁË ÞÔÏ S = V_1 ∩ V_2 ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ l − 1. úÎÁÞÉÔ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÅÒÅÓÅ- ËÁÀÝÁÑ ËÌÅÔËÉ ûÕÂÅÒÔÁ ÄÌÑ ff, fi É p | ÜÔÏ ÐÒÑÍÁÑ P(W=C), ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ l-ÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÍÅÖÄÕ S É W (ËÏÔÏÒÁÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ˙_p). □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 12. åÓÌÉ |˘|+p ¡ n, ÔÏ œ_˘·œ_p = ˙_˘·˙_p, ÔÏ ÅÓÔØ ËŒÁÎÔÏŒÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÙÞÎÙÍ.

é ŒÏÔ, ÎÁËÏÎÅÃ, ŒÓÅ ÇÏÔÏŒÏ ÄÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ËÏÌØÃÁ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÇÒÁÓÓÍÁ- ÎÉÁÎÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 13. ëÏÌØÃÏ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ G = G(l; E), E = C^n ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ QH^∗(G) = Z[œ_1; : : : ; œ_k; q]=⟨c_{l+1}; : : : ; c_{n−1}; c_n + (−1)^kq⟩;

ÇÄÅ k = n − l É c_ff = det(œ_{1+j−i})_{1⩽i;j⩽ff}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ (•). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ úÉÂÅÒÔÁ{ôÑÎÁ ÎÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ c_i Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁ- ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÐÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ 12, Œ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ c_ff ËŒÁÎÔÏŒÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó ÏÂÙÞÎÙÍ ÄÌÑ ff ¡ n. äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ c_n, ÚÁ- ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Q ⊗ S = 1 (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ S | ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, Á Q | ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÆÁËÔÏÒÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ), ÔÁË ÞÔÏ c_n(Q ⊗ S) = 0. œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÌÅÔÏË ûÕÂÅÒÔÁ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ c_n − œ_1c_{n−1} + : : : + (−1)^kœ_kc_l = 0:

ðÏÜÔÏÍÕ c_n = (−1)^kœ_kc_l = (−1)^kœ_kœ_{(1)}l . ðÏ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ðØÅÒÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ œ_kœ_{(1)}l = q. □ 5

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14. äÏËÁÖÉÔÅ ËŒÁÎÔÏŒÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ äÖÁÍÂÅÌÌÉ: ÅÓÌÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ˘ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ l × k, ÔÏ œ_˘ = det(œ_{˘i+j−i})_{1⩽i;j⩽l} (ÓÒ. Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ äÖÁÍÂÅÌÌÉ).

6