áÌÇÅÂÒÙ ìÉ | 3 óÅÍÉÎÁÒ 1

1. ðÕÓÔØ V = ⨁ (n_1;n_2 ;:::;n_k )∈Z^k

V_{(n1 ;n2;:::;nk )} | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔŒÏ. ëÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÅÇÏ ŒÎÅÛÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ? (ëÁË É Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÕÄÏÂÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÒÁÚÕ ÈÁÒÁËÔÅÒ ŒÎÅÛÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, Ô. Å. ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ (ÏÔ k ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ.)

2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒ (ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ) ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄŒÕÈ ÅÇÏ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÏË (ĂÚÁÒÑÄĄ, ĂÜÎÅÒÇÉÑĄ) ÅÓÔØ ∏ k⩾0 (1 + tq^k) ∏ k⩾1 (1 + q^k=t).

3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÒÁŒÅÎ ∑ k∈Z t^k q^{k(k−1)2} ∏ k⩾1 (1−q^k) .

4. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ñËÏÂÉ: ∏ m⩾0 (1 − q^{2m+2})(1 − q^{2m+1}t)(1 − q^{2m+1}=t) = ∑ k∈Z (−1)^k t^kq^{k2} :

5. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ f(q) = ∏ i⩾1 (1 − q^i). äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ:

(Á) f(q)^3 = ∑ n⩾0 (−1)^n(2n + 1)q^{n(n+1)2} ; (Â) f(q)^2 f(q^2) = ∑ n∈Z (−1)^nq^{n2} ; (Œ) f(q^2)^2 f(q) = ∑ n⩾0 q^{n(n+1)2} :

6. (þÉÓÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ñËÏÂÉ) (Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ñËÏÂÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ∑ n∈Z (−1)^nz^n

2 −n 2 1 z^n 2+n 2 2 ∏ k⩾1 (1 − z^k_1 z^k_2 ) = ∏ k⩾1 (1 − z^k_1 z^{k−1}_2 )(1 − z^{k−1}_1 z^k_2 ):

(Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ (p; q), ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ (x; y) Ó |x − y| = 1, ÓÕÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ p + q ⩾ (p − q)^2. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ ŒÉÄ (m +^{n(n−1)}_2 ; m +^{n(n+1)}_2 ), m ⩾ 0, n ∈ Z.

(Œ) ðÕÓÔØ a(m; n) | ÞÉÓÌÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ŒÅËÔÏÒÁ (m+^{n(n−1)}_2 ; m+^{n(n+1)}_2 ) Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ (x; y) Ó |x − y| = 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a(m; n) = a(m; n − 1).

(Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a(m; 0) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ m Œ ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÕÀ ÓÕÍÍÕ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ) ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.

(Ä) äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ñËÏÂÉ.