îíõ, 1 ËÕÒÓ, ÁÎÁÌÉÚ. ìÉÓÔÏË 2. òÑÄÙ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ. 24.09.04. Often we do not achieve for others the good we intend; but we achieve something, something that goes on from our e¸ort. I. Murdoch, The Bell.

îØÀÔÏÎ ÓÞÉÔÁÌ ÐÏÎÑÔÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ É ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÎÅ ÓŒÏÉÍ ÇÌÁŒÎÙÍ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÅÍ, Á ÌÉÛØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÍ ÑÚÙËÏÍ ÄÌÑ ÚÁÐÉÓÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÚÁËÏÎÙ ÐÒÉÒÏÄÙ. óŒÏÉÍ ÇÌÁŒÎÙÍ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÅÍ Œ ÁÎÁÌÉÚÅ îØÀÔÏÎ ÓÞÉÔÁÌ ÍÅÔÏÄ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÐÏÍÏ- ÝØÀ ÒÑÄÏŒ. ó ÎÉÈ ÍÙ É ÎÁÞÎÅÍ (Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÅ Œ ÜÔÏÍ ÁÂÚÁÃÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÔÏÍ).

œ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ a_n ≥ 0 É b_n ≥ 0. þÉÓÌÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÒÑÄÁ a_n, ÅÓÌÉ (1) A ≥ a_1 + : : : + a_n ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n, É (2) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ A ¡ a_1 + : : : + a_n + ”.

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: A = ˚^∞_{n=1}a_n, ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏ A = ˚a_n. åÓÌÉ Õ ÒÑÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÕÍÍÁ, ÔÏ ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ.

œ ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ ÓÔÒÏÇÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (Ó ÎÅÊ ÍÏÖÎÏ ÏÚÎÁËÏ- ÍÉÔØÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏ ËÎÉÇÅ œ. á. úÏÒÉÞ, íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, I). íÏÖÎÏ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÁ (ÔÏÌØËÏ) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÐÒÉÎÃÉÐÏÍ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ: ÒÑÄ {a_n} Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_1 + : : : + a_n ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ.

åÓÌÉ ÕÓÌÏŒÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÏÊ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÔÏ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÅ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ. òÁŒÅÎÓÔŒÁ Ï ÒÑÄÁÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔÓÑ ÔÁË: ÅÓÌÉ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÌÅŒÁÑ ÔÏÖÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÒÁŒÎÁ ÐÒÁŒÏÊ. œÙÒÁÖÅÎÉÅ ’ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n’ ÞÁÓÔÏ ÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ. åÓÌÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ŒÙÚÙŒÁÅÔ Õ œÁÓ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ, ÏÂÒÁÔÉÔÅÓØ Ë ÐÒÅÐÏÄÁŒÁÔÅÌÀ.

˚(a_n + b_n) = ˚a_n + ˚b_n, ˚˘a_n = ˘˚a_n É ˚^∞_{n=1}a_n = a_1 + : : : + a_k + ˚^∞_{n=1}a_{k+n}. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. åÓÌÉ ÒÑÄ ˚a_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÎÏÍÅÒ N, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ¿ N ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ a_n ¡ ”.

ðÒÉÚÎÁË ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÒÑÄ ˚a_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ É b_n ≤ a_n, ÔÏ ÒÑÄ ˚b_n ÔÏÖÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ðÒÉÚÎÁË äÁÌÁÍÂÅÒÁ. åÓÌÉ ” ¿ 0, N ¿ 0 É^{an+1}_{an} ¡ 1 − ” ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ¿ N, ÔÏ ÒÑÄ ˚a_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ðÒÉÚÎÁË ëÏÛÉ. åÓÌÉ ” ¿ 0, N ¿ 0 É^n √ a_n ¡ 1 − ” ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ¿ N, ÔÏ ÒÑÄ ˚a_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

1. ñŒÎÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÓÕÍÍÙ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÄÒÏÂÉ). îÁÊÄÉÔÅ: (a) ˚^∞_{n=1}^1_{n(n+2)} ; (b)* ˚^∞_{n=1}^1_{n(n+1)(n+2):::(n+k)} (ÕËÁÚÁÎÉÅ: ÎÁÞÎÉÔÅ Ó k = 2).

2. óÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. óÕÍÍÕ S = ˚^∞_{n=0}^1_{2n} ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÉÚ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ 1 +^S_2 = S (ÅÓÌÉ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ). îÁÊÄÉÔÅ (a) ˚^∞_{n=1}^n_{2n} . (b)* ˚^∞_{n=1}^{n2}_{2n} .

3. ðÅÒÅÇÒÕÐÐÉÒÏŒËÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. óÕÍÍÕ ˚^∞_{n=1}^n_{2n} ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ É ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ 1 2 +^1_4 +^1_4 +^1_8 +^1_8 +^1_8 + : : : = (^1_2 +^1_4 +^1_8 + : : :) + (^1_4 +^1_8 + : : :) + (^1_8 + : : :) + : : :. (a) îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ÒÑÄÁ 1 + 2x + 3x^2 + 4x^3 + : : : (ŒÙÑÓÎÉŒ, ÐÒÉ ËÁËÉÈ x ÏÎ ÓÈÏÄÉÔÓÑ). (b) åÓÌÉ œ : {0; 1; 2; : : :} → {0; 1; 2; : : :} | ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ, ÔÏ ˚a_{œ(n)} = ˚a_n. 4. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÒÑÄÏŒ. óÕÍÍÕ ˚^∞_{n=1}^n_{2n} ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ É ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (1 +^1_2 +^1_4 + : : :)(1 +^1_2 +^1_4 + : : :) = 1 · 1 +^1_{1·2} +^1_{2·1} +^1_{4·1} +^1_{2·2} +^1_{1·4} + : : :. (a) (^1_{0!} +^1_{1!} +^1_{2!} + : : : +^1_{n!} + : : :)^2 = (^{20}_{0!} +^{21}_{1!} + : : : +^{2n}_{n!} + : : :). (b) (˚^∞_{n=0}a_n)(˚^∞_{n=0}b_n) = ˚^∞_{n=0}(a_0b_n + a_1b_{n−1} + : : : + a_nb_0). 5. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ áÂÅÌÑ. óÕÍÍÕ ˚^∞_{n=1}^n_{2n} ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ É ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ 1(1 −^1_2 ) + 2(^1_2 −^1_4 ) + 3(^1_4 −^1_8 ) + : : : = 1 +^1_2 (2 − 1) +^1_4 (3 − 2) +^1_8 (4 − 3) + : : :). (a)* îÁÊÄÉÔÅ ˚^∞_{n=1}^{cos(n+ 12 )}_{2n} .

(b) åÓÌÉ a_n ≤ a_{n−1} É b_n ≤ b_{n−1}, ÔÏ ˚^∞_{n=1}b_n(a_{n−1} − a_n) = a_0b_0 − ˚^∞_{n=1}a_{n−1}(b_{n−1} − b_n). 6. ëÁËÉÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÑÄÏŒ ÓÈÏÄÑÔÓÑ (Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ s ¿ 0)? (a)^∞ ∑ n=1 (^{n+1}_{2n−1} )^n; (b)^∞ ∑ n=1 1 n^s ; (c)* ∞∑ n=1 1 n(log_2 n)^s ; (d)* ∞∑ n=1 (2n−1)!! (2n)!! .

7. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ É ÓÕÍÍÙ ÒÑÄÁ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ- ÎÙÍÉ) ÞÌÅÎÁÍÉ. ëÁËÉÅ ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ 3b, 4b, 5b ŒÅÒÎÙ ÂÅÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ Ï ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÌÅÎÏŒ ÒÑÄÏŒ? ëÁË ÐÏÄÐÒÁŒÉÔØ ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅŒÅÒÎÙ?

äÌÑ ÏŒÌÁÄÅÎÉÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÍ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏÍ ÎÕÖÎÏ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÓÄÁÔØ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÚŒÅÚÄÏÞÅË, ÌÉÂÏ ÓÄÁÔØ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ÐÏÓÌÅ ÒÁÚÂÏÒÁ ÌÉÓÔËÁ Õ ÄÏÓËÉ ÕÓÐÅÛÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÏÞÎÕÀ ËÏÎÔÒÏÌØÎÕÀ ÒÁÂÏÔÕ ÐÏ ÎÅÓÄÁÎÎÙÍ ÚÁÄÁÞÁÍ ÜÔÏÇÏ ÌÉÓÔËÁ. úÁ ÜÔÏ É ÂÕÄÅÔ ÓÔÁŒÉÔØÓÑ ÚÁÞÅÔ ÐÏ ÌÉÓÔËÕ; ÚÁÞÅÔ ÚÁ ÓÅÍÅÓÔÒ ÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚ ÚÁÞÅÔÏŒ ÐÏ ÌÉÓÔËÁÍ. äÌÑ ÏŒÌÁÄÅÎÉÑ ËÕÒÓÏÍ (É ÓÄÁÞÉ ÜËÚÁÍÅÎÁ) ÎÕÖÎÏ ÒÅÛÁÔØ ÂÏÌØÛÅ; ÒÅÛÁÔØ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÉÚ ÌÉÓÔËÏŒ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ.