ìÅËÃÉÑ 2

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. óÐÅËÔÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏ- ÎÅÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁ- ËÏÐÌÅÎÉÑ. òÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ ËÏÍÐÁËÔÎÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ˘ ÉÚ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

óÐÅËÔÒ ÔÁËÏÇÏ ÔÉÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ó ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ. îÏ ÜÔÏÔ ÔÅÒÍÉÎ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÅÎÅÅ ÕÄÁÞÅÎ. ìÕÞÛÅ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒ ÔÁËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÄÉÓËÒÅÔÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ. ôÁË ËÁË ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÅÓÔØ ˘_0I, ÔÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÉÍÅÅÔ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÙÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ T = A^{−1}. ëÏÎÅÞÎÏ, Õ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÕÌØ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ. ðÕÓÔØ ˘ { ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÞÉÓÌÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

(A − ˘I)u = 0 É (T − ¯I)u = 0; ÇÄÅ ¯ = 1=˘:

åÓÌÉ u { ÒÅÛÅÎÉÅ ŒÔÏÒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÔÏ u ∈ D(A) (ÔÁË ËÁË T u = ¯u) É, ÄÅÊ- ÓÔŒÕÑ ÎÁ ÜÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ A, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ u { ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. é ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ŒÔÏ- ÒÏÇÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ˘ { ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ¯ { ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T . úÎÁÞÉÔ, A ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞ- ÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, É ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÉ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ˘ { ÎÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. ôÏ- ÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T − ¯I ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ É ÏÐÅÒÁÔÏÒ A − ˘I ÉÍÅÅÔ (ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ

R_A(˘) = T (I − ˘T )^{−1}: (16)

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,

(A − ˘I)T (I − ˘T )^{−1} = (I − ˘T )(I − ˘T )^{−1} = I:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÐÅËÔÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. ïÐÅÒÁÔÏÒ (16) ËÏÍÐÁËÔÅÎ ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÙÊ.

åÓÌÉ ÓÎÏŒÁ ˘ { ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, ÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

(A − ˘I)^˚ u = 0 É (T − ¯I)^˚ u = 0; ˘ = 1=¯;

ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ (T − ¯I)^2u = 0. ôÏÇÄÁ

(T^2 − 2¯T − ¯^2I)u = 0; u ∈ D(A);

(T − 2¯I − ¯^2A)u = 0; Au ∈ D(A);

(I − 2¯A − ¯^2A^2)u = 0; (A − ˘I)^2u = 0:

Typeset by AMS-TEX

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ËÏÒÎÅŒÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ N_A(˘) É N_T (¯). □

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁ Õ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎ- ÔÏÊ ÎÅÔ.

œÍÅÓÔÏ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T ÞÁÓÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ÍÏÄÉ- ÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ R^{(m)}_T (˘) { ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÐÒÁŒÁ Œ (16). åÓÌÉ T = A^{−1}, ÇÄÅ A { ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ, ÔÏ ÜÔÏ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ R_A(˘).

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ÓÌÅÄÕÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ÐÒÉ ÎÅŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ˘ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ R_A(˘) ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ É ËÏÍÐÁËÔÎÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ { ÒÅ- ÇÕÌÑÒÎÁÑ (Ô.Å. ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ) ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ˘ ŒÎÅ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ É ÎÕÌÑ: ÏÎÁ ÌÏËÁÌØÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÍÁ Œ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ, ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÐÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÎÏÒÍÅ. íÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ ŒÎÅ ÈÁÒÁËÔÅ- ÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ. ëÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ (16) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ ÔÏÖÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ ŒÎÅ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.

îÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ó ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ, ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÉÅÓÑ Œ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅ, ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ.

2. éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÐÒÏÅËÔÏÒÙ æ. òÉÓÓÁ. ðÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H_1 Œ H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, ÅÓÌÉ ÉÚ x ∈ H_1 ÓÌÅÄÕÅÔ Ax ∈ H_1. œ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Ë ŒÅËÔÏÒÁÍ ÉÚ D(A) Œ H_1.

ëÏÒÎÅŒÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A { ÐÒÉÍÅÒ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. íÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A Œ ÎÅÍ (Œ ÌÀÂÏÍ ÂÁÚÉÓÅ) ÉÍÅÅÔ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙ ËÌÅÔËÉ Œ ÓŒÏÅÊ ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. åÓÌÉ A { ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÔÏ ÏÎÏ ŒÈÏÄÉÔ Œ D(A).

åÓÌÉ H_1 { ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÁÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÒÕÇÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H_2, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ H = H_1 ∔ H_2: (1)

ðÒÉÍÅÒ: ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÖÏÒÄÁÎÏŒÁ ÆÏÒÍÁ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ { ÖÏÒÄÁÎÏŒÁ ËÌÅÔËÁ; H_1 - (ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ) ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ P ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÏÒÏÍ, ÅÓÌÉ P^2 = P . ôÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H ÎÁ ÓŒÏÀ ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ: x → P x. üÔÁ ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ { ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÁË ËÁË ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÕÌÅÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ I − P . ïÐÅÒÁÔÏÒ Q = I − P { ÔÏÖÅ ÐÒÏÅËÔÏÒ, É ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ (1), ÇÄÅ H_1 = P H É H_2 = QH.

ðÕÓÔØ ÐÒÏÅËÔÏÒ P ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÅÎ Ó A:

P A = AP: (2) åÓÌÉ A { ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÔÏ ÚÄÅÓØ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÔÁË ÞÔÏ

P D(A) ⊂ D(A): (3)

éÚ (2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ P H ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A, É ÔÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ QH, Q = I − P . üÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ É Ó ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A (ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÜÔÏ ÉÚ (2)).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. äÌÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ R_A(˘) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ çÉÌØ- ÂÅÒÔÁ R_A(˘) − R_A(¯) = (˘ − ¯)R_A(˘)R_A(¯): (4)

úÄÅÓØ ˘ É ¯ { ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ ÉÚ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ æ(A).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÕÍÎÏÖÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

(A − ¯I) − (A − ˘I) = (˘ − ¯)I

ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÏÄÎÕ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ É ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ. □

ðÕÓÔØ ` { ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÇÌÁÄËÉÊ (ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ) ËÏÎÔÕÒ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ, ÌÅÖÁÝÉÊ Œ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A É ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÊ ÓÁÍÏ- ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ. ïÐÅÒÁÔÏÒ

P_A(`) = − 1 2ßi ∫ � R_A(˘) d˘ (5)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÏÒÏÍ òÉÓÓÁ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÍ ÜÔÏÍÕ ËÏÎÔÕÒÕ.

éÎÔÅÇÒÁÌ ÚÄÅÓØ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ ÐÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ- ÎÏÊ ÎÏÒÍÅ: ŒŒÏÄÉÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ø ŒÄÏÌØ ËÏÎÔÕÒÁ, ff ≤ ø ≤ fi, É ÐÉÛÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØ- ÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ∫_fi ff (A − ˘(ø )I)^{−1}˘^′(ø ) dø;

ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÒÁÚÂÉŒÁÅÍ ÏÔÒÅÚÏË [ff; fi] ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÅÊ, ÂÅÒÅÍ ÐÏÄÉÎÔÅ- ÇÒÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ É Ô.Ä.

ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ (5) ÏÞÅŒÉÄÎÁ. ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. ïÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ F (˘) ÐÒÅŒÒÁÝÁ- ÅÔÓÑ Œ ÏÂÙÞÎÕÀ ÒÅÇÕÌÑÒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÅÓÌÉ ÅÀ ÐÏÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ x É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓËÁÌÑÒÎÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ ŒÅËÔÏÒ y:

˘(˘) = (F (˘)x; y);

Á ÔÁËÉÍÉ ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F (˘) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑ- ÅÔÓÑ. ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ ÐÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ ËÏÎÔÕÒÕ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÉ ËÏÎÔÕÒÁ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÏÂÌÁÓÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ.

ðÒÏŒÅÒÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ P_A(`)^2 = P_A(`): (6)

úÁÐÉÛÅÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ P_A(`)^2 Œ ŒÉÄÅ

P_A(`)P_A(`^′) = 1 (2ßi)^2 ∫ � ∫ �^′

R_A(˘)R_A(¯) d¯ d˘;

ÇÄÅ ËÏÎÔÕÒ `^′ ÞÕÔØ ÛÉÒÅ É ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔ ÏÂÌÁÓÔØ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÉÔ `. ðÒÉÍÅ- ÎÑÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ çÉÌØÂÅÒÔÁ, ÚÁÐÉÛÅÍ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ Œ ŒÉÄÅ 1 (2ßi)^2 ∫ � ∫ �^′

(˘ − ¯)^{−1}R_A(˘) d¯ d˘ − 1 (2ßi)^2 ∫ � ∫ �^′

(˘ − ¯)^{−1}R_A(¯) d¯ d˘:

œ ÐÅÒŒÏÍ ÐÏŒÔÏÒÎÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ŒÙÞÉÓÌÑÅÍ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ¯, ÏÎ ÒÁŒÅÎ −2ßi. œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÐÏŒÔÏÒÎÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ÍÅÎÑÅÍ ÐÏÒÑÄÏË ÉÎÔÅÇÒÉ- ÒÏŒÁÎÉÑ É ŒÙÞÉÓÌÑÅÍ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ˘, ÏÎ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. œ ÉÔÏÇÅ ÜÔÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÁ P_A(`).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ `_1 É `_2 { ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ËÏÎÔÕÒÙ ÂÅÚ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ, ÌÅÖÁÝÉÅ Œ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, É ÐÕÓÔØ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ c ÇÒÁÎÉÃÁÍÉ `_1 É `_2 ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ P_A(`_1)P_A(`_2) = 0.

åÓÌÉ A { ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÁ (5) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ D(A). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÓÈÏ- ÄÑÔÓÑ ÐÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÎÏÒÍÅ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ Œ (5). äÁÌÅÅ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÒÉÍÅ- ÎÅÎÉÑ Ë ÎÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÔÏÖÅ ÓÈÏÄÑÔÓÑ { Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ∫ � ˘R_A(˘) d˘, ÔÁË ËÁË AR_A(˘) = I + ˘R_A(˘) É ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ I ÐÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ ËÏÎÔÕÒÕ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØÀ ÇÒÁÆÉËÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A.

ïÐÅÒÁÔÏÒ A ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÅÎ ÓÏ ÓŒÏÅÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ:

R_A(˘)A = I + ˘R_A(˘) = R_A(˘)A

ÎÁ D(A), É ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ ÎÁ H, ÔÁË ËÁË ÜÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, Á D(A) ÐÌÏÔÎÁ Œ H. ðÏÜÔÏÍÕ A ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÅÎ Ó ÐÒÏÅËÔÏÒÏÍ (5) É P_A(`)H ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A.

ðÏÌÏÖÉÍ Q_A(`) = I −P_A(`). üÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÔÏÖÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ A. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ˙^+ É ˙^− ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ŒÎÕ- ÔÒÅÎÎÀÀ É ŒÎÅÛÎÀÀ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ËÏÎÔÕÒÕ `. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ŒÅÒÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ É ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. (CÒ. [K]^1, ÇÌ. III, Ð. 4.) óÐÅËÔÒ ÓÕÖÅÎÉÑ AP_A(`) = P_A(`)A ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÎÁ P_A(`)H ÌÅÖÉÔ Œ ˙^+ É ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÊ ÞÁÓÔØÀ ÓÐÅËÔÒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, ÌÅÖÁÝÅÊ Œ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. óÐÅËÔÒ ÓÕÖÅÎÉÑ AQ_A(`) = Q_A(`)A ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÎÁ Q_A(`)H ÌÅÖÉÔ Œ ˙^− É ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÊ ÞÁÓÔØÀ ÓÐÅËÔÒÁ

1ô. ëÁÔÏ, ôÅÏÒÉÑ ŒÏÚÍÕÝÅÎÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, 1972.

ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A Œ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. òÅÚÏÌØŒÅÎÔÁÍÉ ÜÔÉÈ ÓÕÖÅÎÉÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁ- ÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ R_A(¯)P_A(`) É R_A(¯)Q_A(`) ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ¯ { ÔÏÞËÁ ÉÚ æ(A). ôÏÇÄÁ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅ- ÖÉÔ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ æ(AP_A(`)) É æ(AQ_A(`)), ÐÒÉÞÅÍ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ R_A(¯)P_A(`) É R_A(¯)Q_A(`). äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,

(A − ¯I)P_A(`)R_A(¯)P_A(`) = (A − ¯I)R_A(¯)P_A(`) = P_A(`);

É ÎÁ ŒÅËÔÏÒÁÈ ÉÚ D(A) ∩ P_A(`)H ÔÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ R_A(¯)P_A(`)(A − ¯I)P_A(`).

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ˙^− ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ æ(AP_A(`)). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁÍÅ- ÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ¯ ∈ ˙^− ∩ æ(A), ÔÏ

R_A(¯)P_A(`) = R(¯) =:= − 1 2ßi ∫ � 1 ˘ −¯

R_A(˘) d˘: (7)

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ,

R_A(¯)P_A(`) = − 1 2ßi ∫ � R_A(¯)R_A(˘) d˘ = − 1 2ßi ∫ � [R_A(¯) − R_A(˘)] d˘ ¯ −˘

= R(¯):

îÏ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ¯ ŒÎÅ `. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ ÄÌÑ AP_A(`) ÐÒÉ ŒÓÅÈ ¯ ∈ ˙^−. éÍÅÅÍ (P_A(`) ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ P_A(`)H)

(AP_A(`) − ¯P_A(`))R(¯) = −P_A(`) 1 2ßi ∫ � 1 ˘ −¯

(A − ¯I)R_A(˘) d˘: (8)

ðÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ 1 ˘ −¯

(A − ¯I)R_A(˘) = 1 ˘ −¯

I + R_A(˘);

ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ Œ (8) ÒÁŒÎÁ P_A(`). äÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ R(¯)(AP_A(`)−¯P_A(`)) ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ŒÙËÌÁÄËÁ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ ¯ ∈ ˙^+

R_A(¯)Q_A(`) = −R(¯)

É ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ¯ ∈ ˙^+ ÜÔÏ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ ÄÌÑ AQ_A(`). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÏ ŒÎÕ- ÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ¯

R_A(¯)P_A(`) = − 1 2ßi ∫ � R_A(¯)R_A(˘) d˘ = − 1 2ßi ∫ � 1 ¯ −˘

[R_A(¯) − R_A(˘)] d˘ = R_A(¯) + R(¯);

ÔÁË ÞÔÏ R_A(¯)Q_A(`) = −R(¯):

œÏ ŒÓÅÈ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ¯

−(AQ_A(`) − ¯Q_A(`))R(¯) = − 1 2ßi ∫ � 1 ˘ −¯

(A − ¯I)R_A(˘) d˘ = 1 2ßi ∫ � 1 ˘ −¯

[(A − ˘I) − (¯ − ˘)I)]R_A(˘) d˘ = I − P_A(`) = Q_A(`):

áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ŒÙËÌÁÄËÁ ÐÒÏÈÏÄÉÔ, ÅÓÌÉ ÐÏÍÅÎÑÔØ ÓÌÅŒÁ ÐÏÒÑÄÏË ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.

éÔÁË, æ(A) ∪ ˙^− ⊂ æ(AP_A(`)) É æ(A) ∪ ˙^+ ⊂ æ(AQ_A(`)): (9)

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ¯ ∈ æ(AP_A(`)) ∩ ˙^+. ôÏÇÄÁ A ÉÍÅÅÔ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ

R_A(¯) = R_{APA(�)}(¯)P_A(`) + R_{AQA(�)}(¯)Q_A(`):

ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (9) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ É ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ (9) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ. □