9.09.2004

çÅÏÍÅÔÒÉÑ. ìÉÓÔÏË 1.

I. íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

íÎÏÖÅÓÔŒÏ X ŒÍÅÓÔÅ Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ d ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

íÅÔÒÉËÁ d ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÐÁÒÅ ÔÏÞÅË (x; y) ÉÚ X ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ d (x; y), ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÔÏÑ- ÎÉÅÍ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÒÅÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

• d (x; y) ≥ 0 É d (x; y) = 0, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ x = y • d (x; y) = d (y; x) • ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ d (x; z) ≤ d (x; y) + d (y; z) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x, y, z ÉÚ X

œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ (X; d) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

úÁÄÁÞÁ 1. X | ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: d (x; y) = { 0; x = y 1; x ≠ y .

úÁÄÁÞÁ 2. X | ËÏÌÌÅËÃÉÑ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; 2; : : :; n}. åÓÌÉ x É y | ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ d (x; y) ËÁË ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ x, ÎÅ ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ y, ÐÌÀÓ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ y, ÎÅ ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ x (ÐÒÉÍÅÒ d ({1; 2} ; {2; 5; 6}) = 3).

úÁÄÁÞÁ 3. X | ÄÅËÁÒÔÏŒÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ R^2, Á ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ Åč ÔÏÞËÁÍÉ a = (x; y) É a^′ = (x^′; y^′) ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ d (a; a^′) = (|x − x^′|^ff + |y − y^′|^ff)^{1=ff}, ff ¿ 0. òÁÚÏÂÒÁÔØ ÄŒÁ ÓÌÕÞÁÑ ff =1, 2. úÁÄÁÞÁ 4. X = R^2, Á d (a; a^′) = max (|x − x^′| ; |y − y^′|).

II. âÉÓÅËÔÏÒÙ É ÓÆÅÒÙ

âÉÓÅËÔÏÒ Bi (x; y) | ÜÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË, ÒÁŒÎÏÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÏÔ ÄŒÕÈ ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË x É y ÉÚ X. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ S (x; R) | ÜÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË, ÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÏÔ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ R.

úÁÄÁÞÁ 5. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ S ((0; 0) ; 1) É ÂÉÓÅËÔÏÒ Bi ((0; 0) ; (1; 1)) Œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÉÚ ÚÁÄÁÞ 3 É 4.

III. äÌÉÎÁ ËÒÉŒÏÊ, ÏÔÒÅÚÏË, ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ

ðÕÓÔØ (X; d) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É fl : [a; b] → X | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ Œ X. äÌÉÎÁ ËÒÉŒÏÊ fl ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË

l (fl) = sup {_{n−1} ∑ i=0 d (fl (t_i) ; fl (t_{i+1})) : ÇÄÅ a = t_0 ¡ t_1 ¡ : : : ¡ t_n = b | ÌÀÂÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b]} :

éÔÁË, ÍÅÔÒÉËÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÎÁÊÔÉ ÄÌÉÎÕ ËÒÉŒÏÊ.

îÏ ÕÍÅÑ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÄÌÉÎÙ ËÒÉŒÙÈ, ÍÙ ÉÎÏÊ ÒÁÚ ÍÏÖÅÍ ŒŒÅÓÔÉ ÎÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ x É y ÉÚ X, ÏÐÒÅÄÅÌÉŒ ÅÇÏ ËÁË ÎÉÖÎÀÀ ÇÒÁÎØ ÄÌÉÎ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ.

úÁÄÁÞÁ 6. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÍÙ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ.

íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍ, ÅÓÌÉ ÎÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÓÈÏÄ- ÎÙÍ.

úÁÄÁÞÁ 7. ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ \ÐÌÏÈÏÇÏ" ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (X; d).

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ ÔÏÌØËÏ Ó ÈÏÒÏÛÉÍÉ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ.

îÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ Œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (X; d) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÏÍ [x; y], ÅÓÌÉ Åč ÄÌÉÎÁ ÒÁŒÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ ÍÅÖÄÕ Åč ËÏÎÃÁÍÉ x É y. îÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ Åč ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÉ.

úÁÄÁÞÁ 8. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ z ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÔÒÅÚËÕ [x; y], ÔÏ ÏÎÁ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔ ÅÇÏ ÎÁ ÄŒÁ ÏÔÒÅÚËÁ [x; z] É [z; y].

Â) îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÏÔÒÅÚËÉ É ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ (X; d) ÉÚ ÚÁÄÁÞ 3 É 4.

úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÐÒÑÍÙÅ ÌÉÎÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 10*. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÅÔÒÉËÁ d ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2 ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ( R^2; d ) ÐÒÑÍÙÅ ÌÉÎÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍÉ.