ï. é. íÏÈÏŒ

çÅÏÍÅÔÒÉÑ, ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÏÓÔØ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÓÉÓÔÅÍ ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ

1. óÉÓÔÅÍÙ ËŒÁÚÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (ÓÉÓÔÅÍÙ ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ): ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ É ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒ ÐÏÄÈÏÄ äÕÂÒÏŒÉÎÁ{îÏŒÉËÏŒÁ. óËÏÂËÉ äÕÂÒÏŒÉÎÁ{îÏŒÉËÏŒÁ É ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ.

1.1. óÉÓÔÅÍÙ ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ É ÁÆÆÉÎÏÒÙ.

œ ÄÁÎÎÏÍ ËÕÒÓÅ ÌÅËÃÉÊ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍ ËŒÁÚÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ŒÉÄÁ

u^1_t = v^1(u) u^1_x + · · · + v^1_N (u) u^N_x ; · · · · · · · · ·· · · · · ·· · · · · · · · ·· · · · · ·· · · (1.1) u^N_t = v^N_1 (u) u^1_x + · · · + v^N (u) u^N_x

ÉÌÉ Œ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ

u^1 . . u^N t = v^1 (u) · · · v^1_N (u) · · · · · · · · · v^N_1 (u) · · · v^N (u) u^1 . . u^N x ; (1.2)

ÇÄÅ u = (u^1; : : :; u^N ) | ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏ- ÓÔÉ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ N-ÍÅÒÎÏÍ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÉÌÉ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ R^N ; x | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, t | ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ŒÒÅÍÅÎÉ; (u^1(x; t); : : :; u^N (x; t)) | ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÑ (ÄŒÕÈ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x É t) ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ R^N Ó

ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ u^1; : : :; u^N ; v^i_j (u); 1 ≤ i; j ≤ N; | ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÌÏËÁÌØ- ÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÍÁÔÒÉÃÁ v^i_j (u); 1 ≤ i; j ≤ N; ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (1.2));

u^i_t =

@u^i(x; t) @t ; u^i_x =

@u^i(x; t) @x ; 1 ≤ i ≤ N:

óÉÓÔÅÍÙ ŒÉÄÁ (1.2) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÜŒÏÌÀÃÉÏÎÎÙÍÉ (1 + 1)-ÍÅÒÎÙÍÉ (Ô.Å. ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ- ŒÅÎÎÏ-ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍÉ) N-ËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÙÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËŒÁÚÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÊ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ É ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍÉ N-ËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÙÍÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ ÉÌÉ ÚÁÞÁÓÔÕÀ ÐÒÏÓÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ.

óÉÓÔÅÍÙ ŒÉÄÁ (1.2) ŒÏÚÎÉËÁÀÔ É ÉÇÒÁÀÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉ- ËÅ É ÇÁÚÏŒÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÅ, Œ ÔÅÏÒÉÉ ÐÏÌÑ, Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ É ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ, ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÐÒÉËÌÁÄÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ. åÝÅ òÉÍÁÎ ÕËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ŒÉÄÁ (1.2) | ÜÔÏ ÔÅÏÒÉÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ v^i_j (u) Œ ÏÂÌÁÓÔÉ R^N Ó ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ u^1; : : :; u^N . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ËÌÁÓÓ ÏÄÎÏÍÅÒ- ÎÙÈ N-ËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ (1.2) ÉÎŒÁÒÉÁÎ- ÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÚÁÍÅÎ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ

u^i = u^i(w^1; : : :; w^N ); 1 ≤ i ≤ N; (1.3)

ÍÁÔÒÉÃÁ ÓÉÓÔÅÍÙ (1.2) v^i_j (u) ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ËÁË ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÔÉÐÁ (1,1):

~v^i_j (w) =

@w^i @u^s v^s_r (u(w))

@u^r @w^j

; (1.4)

Á ÓÉÓÔÅÍÁ (1.2) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ

w^1 . . w^N t = ~v^1(w) · · · ~v^1_N (w) · · · · · · · · · ~v^N_1 (w) · · · ~v^N (w) w^1 . . w^N x : (1.5)

úÄÅÓØ J^i_j (w) =

@u^i @w^j

; 1 ≤ i; j ≤ N; (1.6)

| ÍÁÔÒÉÃÁ ñËÏÂÉ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (1.3), ( J^{−1}

)_i j (w) =

@w^i @u^j

; 1 ≤ i; j ≤ N; (1.7)

| ÍÁÔÒÉÃÁ, ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÅ (1.6):

@u^i @w^j

@w^j @u^k

= ffi^i_k : (1.8)

íÁÔÒÉÃÁ ( J^{−1}

)_i j (w(u)) =

@w^i @u^j

; 1 ≤ i; j ≤ N; (1.9)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ñËÏÂÉ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ

w^i = w^i(u^1; : : :; u^N ); 1 ≤ i ≤ N: (1.10)

œ ÆÏÒÍÕÌÁÈ (1.4) É (1.8) ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÏÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÐÏ ÐÏ- ŒÔÏÒÑÀÝÉÍÓÑ ÉÎÄÅËÓÁÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÉÓÔÅÍÁ ÇÉÄÒÏÄÉ- ÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ (1.2) Œ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ

u^i_t = v^i_j (u)u^j_x; 1 ≤ i; j ≤ N: (1.11)

ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÔÉÐÁ (1,1) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÉÌÉ ÁÆÆÉ- ÎÏÒÏÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÅÏÒÉÑ ÏÂÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ | ÜÔÏ ÏÂÝÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÁÆÆÉÎÏÒÏŒ ÉÌÉ ÁÆÆÉÎÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ.

äÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉËÉ É ÇÁÚÏŒÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÉ, ÔÅÏ- ÒÉÉ ÐÏÌÑ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÎÏ ÎÁÌÉÞÉÅ ŒÁÖÎÏÊ É ÞÒÅÚŒÙÞÁÊÎÏ ÐÏÌÅÚ- ÎÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ | ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ. íÙ ÉÚÕ- ÞÉÍ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍ ÇÉÄÒÏÄÉ- ÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÏÞÅÎØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÚÁÄÁÞÁÍ É ŒÁÖÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑÍ, É ŒÙÄÅÌÉÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÇÉÄÒÏ- ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ. îÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ËÒÁÔËÏ É ÓÈÅÍÁÔÉÞÎÏ ÉÚÌÏÖÉÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÏÂÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÐÏÌÅŒÏÍÕ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÕ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍÕ.

1.2. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÐÏÌÅŒÏÍÕ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÕ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍÕ.

œÁÒÉÁÃÉÏÎÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ffiI ffiu^k(x)

; 1 ≤ k ≤ N; (1.12)

ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ I, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÊ u(x) = (u^1(x); : : :; u^N (x)) ÏÄÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

ffiI ≡ I[u + ffiu] − I[u] =

∫ ffiI

ffiu^k (x) ffiu^k(x) dx + o(ffiu); (1.13)

ÇÄÅ ffiu(x) | ŒÁÒÉÁÃÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ u(x) (ŒÓÅ ŒÁÒÉÁÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÆÉÎÉÔÎÙÍÉ ÆÕÎË- ÃÉÑÍÉ). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ, Ô.Å. ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ŒÉÄÁ I = ∫ L(x; u; u_x; u_{xx}; : : :; u_{(n)}) dx; (1.14)

ŒÁÒÉÁÃÉÏÎÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!) ffiI ffiu^k(x)

= E(L) ≡ @L @u^k − d dx @L @u^k_x + d^2 dx^2 @L @u^k_{xx}

− · · · + (−1)^r d^r dx^r @L @u^k_{(r)}

+ · · · : (1.15)

æÕÎËÃÉÑ L ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ (1.14), Á ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ E = @ @u^k − d dx @ @u^k_x + d^2 dx^2 @ @u^k_{xx}

− · · · + (−1)^r d^r dx^r @ @u^k_{(r)} + · · ·

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ üÊÌÅÒÁ. úÄÅÓØ

u^i_x = du^i dx ; u^i_{xx} = d^2u^i dx^2

; : : : ; u^i_{(r)} = d^ru^i dx^r

; : : : ; (1.16) d dx | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÌÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x: d dx = @ @x + u^i_x @ @u^i

+ u^i_{xx} @ @u^i_x

+ · · · + u^i_{(r+1)} @ @u^i_{(r)}

+ · · · (1.17)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÕËÁÚÙŒÁÅÍ ÏÂÌÁÓÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x (ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ u^i(x)) É ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ŒÓÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x ÏÔ ÐÏÌÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x ŒÓÅÇÄÁ ÒÁŒÅÎ 0: ∫ dF (x; u; u_x; : : :; u_{(n)}) dx dx = 0: (1.18)

éÍÅÎÎÏ ÔÁËÏÊ ÐÏÄÈÏÄ ÒÁÚŒÉŒÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ Œ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÍ ŒÁÒÉÁÃÉÏÎÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÌÁÓÓÙ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÉÌÉ ÂÙÓÔÒÏÕÂÙŒÁÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Á ÔÁËÖÅ ËÌÁÓÓÙ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÉÌÉ ËŒÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅ- ÍÏÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÐÅÔÅÌØ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞ- ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M, Ô.Å. ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÇÌÁÄËÉÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ- ŒÁÎÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S^1 Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ K^{ij} [u(x)], ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ŒÅËÔÏÒ- ÆÕÎËÃÉÉ u(x), É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÓËÏÂËÕ

{F; G} =

∫ ffiF

ffiu^i(x)

K^{ij} [u(x)] ffiG ffiu^j(x) dx; (1.19)

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ K^{ij} [u(x)]. äÌÑ ÓËÏÂËÉ (1.19) ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!):

{F G; H} = F {G; H} + G{F; H}: (1.20)

ïÐÅÒÁÔÏÒ K^{ij} [u(x)] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÓËÏÂËÕ ðÕÁÓÓÏÎÁ (ÐÕÁÓÓÏÎÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ) (1.19), Ô.Å. ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ F; G; H ÓËÏÂËÁ (1.19) ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ:

{F; G} = −{G; F }; (1.21)

É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ñËÏÂÉ

{F; {G; H}} + {G; {H; F }} + {H; {F; G}} = 0: (1.22)

íÙ ÞÁÓÔÏ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÐÏÌÅŒÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÏÊ ÓËÏÂËÉ (1.19), ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÍ ÎÁ ÔÏÞÅÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÈ. ôÏÞÅÞÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ŒÉÄÁ

F [u(z); i; x] = ∫ u^i(z)ffi(z − x)dz = u^i(x);

Ô.Å. ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÉ u(z) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ i-Ê ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÜÔÏÊ ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ x. äÌÑ ÔÏÞÅÞÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌÏŒ ÉÍÅÅÍ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!):

ffiu^i(x) ffiu^k(z)

= ffi^i_k ffi(x − z); (1.23)

É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ

{u^i(x); u^j(y)} = ∫ ffi(z − x)K^{ij} [u(z)]ffi(z − y)dz = K^{ij} [u(x)]ffi(x − y): (1.24)

åÓÌÉ ÓËÏÂËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÔÏÞÅÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÈ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

{u^i(x); u^j(y)} = F^{ij} (u; x; y) (1.25)

É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÁ ÓËÏÂËÁ ÂÙÌÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ É ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÔÏÞÅÞÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌÁÈ ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ

{u^i(x)u^j(y); u^k(z)} = u^i(x){u^j (y); u^k(z)} + u^j (y){u^i(x); u^k(z)}; (1.26)

ÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ F É G ÓËÏÂËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!)

{F; G} =

∫ ffiF ffiu^i(x) ffiG ffiu^j (y)

{u^i(x); u^j(y)}dxdy: (1.27)

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓËÏÂËÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓËÏÂËÏÊ ðÕÁÓÓÏÎÁ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÔÏÞÅÞÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌÁÈ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ

{u^i(x); u^j(y)} = −{u^j (y); u^i(x)} (1.28)

É ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ñËÏÂÉ

{{u^i(x); u^j(y)}; u^k(z)} + {{u^j (y); u^k(z)}; u^i(x)} + {{u^k(z); u^i(x)}; u^j(y)} = 0: (1.29)

äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏŒÁÔØ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÏÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ ÄÌÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÓËÏÂËÉ (1.19) ŒÙÐÏÌÎÅ- ÎÉÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ñËÏÂÉ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÈ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÈ ŒÉÄÁ I = ∫ f_i(x)u^i(x) dx; (1.30)

ÇÄÅ f_i(x) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. üÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍÕ ËÒÉ- ÔÅÒÉÀ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ | ÕÓÌÏŒÉÀ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÓËÏÂËÁ óÈÏÕÔÅÎÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

ðÒÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ u^i = u^i(~u^1; : : :; ~u^N ); 1 ≤ i ≤ N; ÌÀÂÏÊ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ K^{ij} [u(x)] (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÄÁÖÅ ÌÀÂÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÀÝÉÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÓËÏÂËÕ ŒÉÄÁ (1.19)) ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

~K^{sk} [~u] = @~u^s @u^i

K^{ij} [u(~u)] ∘

@~u^k @u^j

; (1.31)

ÞÔÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÚÁËÏÎÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ŒÁÒÉÁÃÉÏÎÎÙÈ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÙÈ É ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÓËÏÂËÉ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!):

{F; G} =

∫ ffiF

ffiu^i(x)

K^{ij} [u(x)] ffiG ffiu^j(x) dx =

∫ ffiF

ffi~u^s(x)

~K^{sk}[~u(x)] ffiG ffi~u^k(x) dx; (1.32) ffiF ffi~u^s(x) = ffiF ffiu^i(x)

@u^i @~u^s ; ffiG ffi~u^s(x) = ffiG ffiu^i(x)

@u^i @~u^s

: (1.33)

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ŒÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ É ŒÁÒÉ- ÁÃÉÏÎÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ËÁË ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏÂSS- ÅËÔÙ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (1.31) É (1.33) ÐÒÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÚÁ- ÍÅÎÁÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ u^1; : : :; u^N . úÎÁË ∘ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (1.31) É ŒÓÀÄÕ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, d dx ∘ f(x) = f(x) d dx + df dx : (1.34)

çÁÍÉÌØÔÏÎÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÅÍÕ ÓËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÏ- ËÁÌØÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÍÉ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x, ÐÏÌÅŒÙÈ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ u^i(x) É ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ u^i_{(k)}(x), É ÕÌØÔÒÁÌÏËÁÌØÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

K^{ij} [u(x)] = !^{ij} (u(x)): (1.35)

ðÏÒÑÄËÏÍ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÓËÏÂËÉ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄÏË ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÚÁÄÁÀÝÅÇÏ ÜÔÕ ÓËÏÂËÕ ðÕÁÓÓÏÎÁ. óŒÏÊÓÔŒÏ ÌÏËÁÌØÎÏÓÔÉ É ÐÏ- ÒÑÄÏË ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÓËÏÂËÉ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÚÁÍÅÎ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔ. õÌØÔÒÁÌÏËÁÌØÎÙÅ ÓËÏÂËÉ ðÕÁÓÓÏÎÁ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÓËÏÂËÁÍ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!). îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÏÎ- ÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÔÅÎÚÏÒ !^{ij} (u) (ÒÁÎÇÁ 2) ÎÁ N-ÍÅÒÎÏÍ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÚÁÄÁÅÔ ÐÕÁÓÓÏÎÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ (ÉÌÉ ÂÉŒÅËÔÏÒ ðÕÁÓÓÏÎÁ), ÅÓÌÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ (ÓËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ):

{f(u); g(u)} = !^{ij} (u) @f @u^i @g @u^j

; (1.36) ËÏÔÏÒÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ

{f(u); g(u)} = −{g(u); f(u)} (1.37)

É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ñËÏÂÉ

{{f(u); g(u)}; h(u)} + {{g(u); h(u)}; f(u)} + {{h(u); f(u)}; g(u)} = 0 (1.38)

ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ f(u); g(u); h(u) ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. ôÏÖÄÅÓÔŒÏ ìÅÊÂ- ÎÉÃÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓËÏÂËÉ ŒÉÄÁ (1.36) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ. ðÕÁÓÓÏÎÏŒÙÍ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ ÎÅÍ ÐÕÁÓÓÏÎÏŒÏÊ

ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. îÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÂÉŒÅËÔÏÒ ðÕÁÓÓÏÎÁ !^{ij} (u) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ

!^{ij} (u) = −!^{ji}(u) (ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ); (1.39)

@!^{ij} @u^s

!^{sk} (u) +

@!^{jk} @u^s

!^{si}(u) +

@!^{ki} @u^s

!^{sj} (u) = 0 (ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ñËÏÂÉ): (1.40)

óÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ÎÅ- ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÐÕÁÓÓÏÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, Ô.Å. ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÚÁÄÁÎÁ ÐÕÁÓÓÏÎÏŒÁ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÁ !^{ij} (u) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ det(!^{ij} (u)) ≠ 0 ŒÓÀÄÕ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. óÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ- ÎÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ 2-ÆÏÒÍÁ !_{ij} (u)du^i ∧ du^j ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, Ô.Å. det(!_{ij} (u)) ≠ 0 ŒÓÀÄÕ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ É (d!)_{ijk}(u)du^i ∧ du^j ∧ du^k = 0: õÓÌÏŒÉÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ !_{ij} (u) ÒÁÎÇÁ 2, det(!_{ij} (u)) ≠ 0, ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ:

!_{ij} (u) = −!_{ji}(u) (ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ); (1.41)

@!_{ij} @u^k + @!_{jk} @u^i + @!_{ki} @u^j

= 0 (ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ): (1.42)

åÓÌÉ det(!_{ij} (u)) ≠ 0 ŒÓÀÄÕ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M, ÔÏ !_{ij} (u) | ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÁ ÎÁ M ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ !^{ij} (u), !^{is}(u)!_{sj} (u) = ffi^i_j , ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÐÕÁÓÓÏÎÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ !^{ij} (u):

{u^i; u^j} = !^{ij} (u): (1.43)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÜŒÏÌÀÃÉÏÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

u^i_t = F^i; 1 ≤ i ≤ N; (1.44)

ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÆÁÚÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ u^i(x); 1 ≤ i ≤ N: óÉÓÔÅÍÁ (1.44) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ Œ ŒÉÄÅ

u^i_t = K^{ij} [u(x)] ffiH ffiu^j(x)

; 1 ≤ i; j ≤ N; (1.45)

ÇÄÅ H | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ u^i(x); 1 ≤ i ≤ N; ÎÁÚÙ- ŒÁÅÍÙÊ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÏÍ ÓÉÓÔÅÍÙ, Á K^{ij} [u(x)] | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ðÏÓËÏÌØËÕ

{u^i(x); H} = ∫ ffi^i_sffi(z − x)K^{sj} [u(z)] ffiH ffiu^j(z) dz = K^{ij} [u(x)] ffiH ffiu^j(x)

; (1.46)

ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÁ ÓÉÓÔÅÍÁ (1.45) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

u^i_t = {u^i(x); H}: (1.47)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÕÌØÔÒÁÌÏËÁÌØÎÙÈ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ (1.35) É ÇÁÍÉÌØÔÏ- ÎÉÁÎÏŒ ŒÉÄÁ H = ∫ h(u(x))dx (1.48)

ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁ ÆÁÚÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ u^i(x) = u^i:

u^i_t = !^{ij} (u) @h @u^j

: (1.49)

œ ÔÅÏÒÉÉ ÓËÏÂÏË ðÕÁÓÓÏÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÉÇÒÁÀÔ ÏÓÏÂÙÅ ÒÏÌÉ. æÕÎËÃÉ- ÏÎÁÌ C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ ëÁÚÉÍÉÒÁ ÉÌÉ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏÍ ÓËÏÂËÉ ðÕÁÓÓÏÎÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ F ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÓËÏÂËÉ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÉÍÅÅÍ

{F; C} = 0: (1.50)

æÕÎËÃÉÏÎÁÌ P ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÍÐÕÌØÓÏÍ ÓËÏÂËÉ ðÕÁÓÓÏÎÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÓËÏÂËÉ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ i ÉÍÅÅÍ {u^i(x); P } = u^i_x: (1.51) éÍÐÕÌØÓ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÏÍ ÔÒÁÎÓÌÑÃÉÊ ÐÏ x Ó ÄÁÎÎÏÊ ÓËÏÂËÏÊ ðÕÁÓÓÏÎÁ:

u^i_t = {u^i(x); P } = u^i_x; 1 ≤ i ≤ N: (1.52)

æÕÎËÃÉÏÎÁÌ I ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÓÉÓÔÅÍÙ (1.44), ÅÓÌÉ Œ ÓÉÌÕ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ dI dt = 0; (1.53)

Ô.Å. ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ I ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ u^i(x; t); 1 ≤ i ≤ N; ÓÉÓÔÅÍÙ (1.44) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ I dI dt = @I @t + ∫ ffiI

ffiu^i(x) u^i_tdx; (1.54)

ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (1.45) ÉÍÅÅÍ dI dt = @I @t + ∫ ffiI

ffiu^i(x) u^i_tdx = @I @t + ∫ ffiI

ffiu^i(x)

K^{ij} [u(x)] ffiH ffiu^j(x) dx = @I @t + {I; H}: (1.55)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ I, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÑŒÎÏ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t (Ô.Å. @I=@t = 0), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (1.45) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ- ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÜÔÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ Ó ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÏÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ:

{I; H} = 0: (1.56)

óËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÄŒÕÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ F É G ÓÉÓÔÅÍÙ, ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÖÅ ÓËÏÂËÉ ðÕÁÓÓÏÎÁ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÜÔÏÊ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ: d dt {F; G} = @ @t {F; G} + {{F; G}; H} = { @F @t ; G } + { F; @G @t } − −{{G; H}; F } − {{H; F }; G} = { F; dG dt } + { dF dt ; G } = 0: (1.57)

äŒÁ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ M É K ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÌÉ- ÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ˘M + ¯K, ÇÄÅ ˘ É ¯ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ,

ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÄŒÅ ÐÕÁÓÓÏÎÏŒÙ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÙ (ÓËÏÂËÉ ðÕÁÓÓÏÎÁ) ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÚÁÄÁÎÙ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÍÉ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ- ŒÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ. óÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÅ ÐÕÁÓÓÏÎÏŒÙ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ŒÐÅÒŒÙÅ ÂÙÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ íÁÇÒÉ, ŒÙÑÓÎÉŒÛÉÍ ÉÈ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÓÉÓÔÅÍ.

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ !^{ij} (u) ÎÁ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÉ M ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (1.40) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÒÅÈŒÁÌÅÎÔÎÙÍ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔ- ÎÙÍ ÔÅÎÚÏÒÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓËÏÂËÏÊ óÈÏÕÔÅÎÁ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÂÉŒÅËÔÏ- ÒÁ !^{ij} (u):

[!; !]^{ijk}(u) =

@!^{ij} @u^s

!^{sk} (u) +

@!^{jk} @u^s

!^{si}(u) +

@!^{ki} @u^s

!^{sj} (u) :

óËÏÂËÏÊ óÈÏÕÔÅÎÁ ÄŒÕÈ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÂÉŒÅËÔÏÒÏŒ !^{ij} (u) É f^{ij} (u) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÅÈŒÁÌÅÎÔÎÙÊ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÔÅÎÚÏÒ

[!; f]^{ijk}(u) =

@!^{ij} @u^s f^{sk} (u)+

@f^{ij} @u^s

!^{sk}(u)+

@!^{jk} @u^s f^{si}(u)+

@f^{jk} @u^s

!^{si}(u)+

@!^{ki} @u^s f^{sj} (u)+

@f^{ki} @u^s

!^{sj} (u): (1.58) ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÕÁÓÓÏÎÏŒÙ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ !^{ij} (u) É f^{ij} (u) ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓËÏÂËÁ óÈÏÕÔÅÎÁ (1.58) ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. ïÂÏÂÝÅÎÉÅ ÓËÏÂËÉ óÈÏÕÔÅÎÁ ÎÁ ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÏŒ M^{ij} É K^{ij} , Á ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ËÒÉÔÅÒÉÅŒ: ËÏÓÏÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÓËÏÂËÁ óÈÏÕÔÅÎÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, Á ÐÁÒÁ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓËÏÂËÁ óÈÏÕÔÅÎÁ ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, ÂÙÌÉ ÎÁÊÄÅÎÙ çÅÌØÆÁÎÄÏÍ É äÏÒÆÍÁÎ.

óÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÁ Œ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÏÍ ŒÉÄÅ (1.45) Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ (ÐÒÉÞÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ- ŒÉÓÉÍÙÈ), ÎÏ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÈ, ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ K = (K^{ij} ) É L = (L^{ij}):

u^i_t = K^{ij} [u(x)] ffiH_1 ffiu^j(x)

= L^{ij} [u(x)] ffiH_2 ffiu^j(x)

; (1.59)

ÇÄÅ H_1 É H_2 | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÙ.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÚÄÅÓØ ËÒÁÔËÏ ÓÈÅÍÕ íÁÇÒÉ, ÓŒÑÚÁÎÎÕÀ Ó ÂÉÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ. åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ K É L ÏÂÒÁÔÉÍ (ÍÙ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L ÏÂÒÁÔÉÍ), ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ R = (R^i_s) = (K^{ij} (L^{−1})_{js}) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÒÅËÕÒÓÉÉ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (1.59), Ô.Å. ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÌÀÂÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÒÅËÕÒÓÉÉ R ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÉÅÒÁÒÈÉÀ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙÈ ÓÉÓÔÅÍ (t = t_0)

u^i_{tn} = (R^nL)^{ij} ffiH_2 ffiu^j (x)

; (1.60)

ÇÄÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ R^nL ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÚÁËÏÎÏŒ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ (ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÄŒÉÖÅÎÉÑ) H_m ÓÉÓÔÅÍÙ (1.59):

L^{ij} [u(x)] ffiH_m ffiu^j(x)

= K^{ij} [u(x)] ffiH_{m−1} ffiu^j(x)

: (1.61) ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ m ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ H_m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁËÏÎÏÍ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ (ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÄŒÉÖÅÎÉÑ) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ ÉÅÒÁÒÈÉÉ (1.60). œÓÅ ÜÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÄŒÉÖÅÎÉÑ H_m ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÕÁÓÓÏÎÏŒÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ, ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÙÈ ÇÁÍÉÌØÔÏ- ÎÏŒÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ L É K, Ô.Å. ∫ ffiH_m

ffiu^i(x)

L^{ij} [u(x)] ffiH_r ffiu^j(x) dx =

∫ ffiH_m

ffiu^i(x)

K^{ij} [u(x)] ffiH_r ffiu^j(x) dx = 0: (1.62)

ìÀÂÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚ ÉÅÒÁÒÈÉÉ (1.60) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÏÊ É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÍ ŒÉÄÅ: u^i_{tn} = L^{ij} ffiH_{n+2} ffiu^j (x)

= K^{ij} ffiH_{n+1} ffiu^j (x)

: (1.63)

æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÌÀÂÁÑ ÂÉÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÏÊ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÒÉÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÏÊ ÉÌÉ n-ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÏÊ, n ¿ 2) Ô.Å. ÏÂÌÁÄÁÅÔ n (n ¿ 2) ŒÚÁÉÍÎÏ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÍÉ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÔÁËÁÑ ÓÉÓÔÅ- ÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ n-ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÏÊ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n, ÔÁË ËÁË ŒÓÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÉÅÒÁÒÈÉÉ (1.60) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ R^nL ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n, É ŒÓÅ ÜÔÉ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ | ÌÀÂÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉ- ÎÁÃÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ R^nL ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ n ŒÓÅÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ.

œÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÄŒÉÖÅÎÉÑ H_m, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉ- ÅÍ (1.61), ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ, ÎÏ ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÒÅËÕÒÓÉÉ ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÐÏÒÑÄÏË ÓÉÓÔÅÍÙ, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄÏË ÓÔÁÒÛÅÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÐÌÏÔ- ÎÏÓÔÉ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÁ (ÐÏÓÌÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÅÇÏ ÐÏÎÉÖÅÎÉÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ Ë ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÁ ÌÀÂÙÈ ÐÏÌÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÐÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x), ÞÔÏ ÏÂÙÞÎÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ Œ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÔØ ÉÈ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ.

òÅËÕÒÒÅÎÔÎÕÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ (1.61) ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÓÈÅÍÏÊ ìÅÎÁÒÄÁ{íÁÇÒÉ, ÔÁË ËÁË ŒÐÅÒŒÙÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÔÉÐÁ (1.61) ÂÙÌÏ ÎÁÊÄÅÎÏ ìÅÎÁÒÄÏÍ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ëÒÕÓËÁÌÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ëÏÒÔÅŒÅÇÁ{ÄÅ æÒÉÚÁ, ÎÏ ÂÅÚ ŒÓÑËÏÊ ÓŒÑÚÉ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.

œÓÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÈÅÍÙ íÁÇÒÉ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ Œ ÒÁÍËÁÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ŒÁÒÉÁÃÉÏÎ- ÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

L¸_m = K¸_{m−1}; ÇÄÅ (¸_1)_j = ffiH_1 ffiu^j (x)

; (¸_2)_j = ffiH_2 ffiu^j (x) ; ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ¸_m.

1.3. çÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙ ÓÉÓÔÅÍÙ ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ.

çÁÍÉÌØÔÏÎÏŒ ÐÏÄÈÏÄ äÕÂÒÏŒÉÎÁ{îÏŒÉËÏŒÁ.

ïÂÝÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÓÉÓÔÅÍÁÍ ÇÉÄÒÏÄÉ- ÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ (1.2) ÂÙÌ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎ äÕÂÒÏŒÉÎÙÍ É îÏŒÉËÏŒÙÍ Œ 1983 ÇÏÄÕ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÐÏÌÅŒÙÅ ÓËÏÂËÉ ŒÉÄÁ

{u^i(x); u^j(y)} = K^{ij} [u(x)]ffi(x − y) = g^{ij} (u(x))ffi_x(x − y) + b^{ij}_k (u(x))u^k_xffi(x − y); (1.64)

ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ g^{ij} (u) É b^{ij}_k (u) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔ, Ô.Å. ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ K^{ij} [u(x)] ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

K^{ij} [u(x)] = g^{ij}(u(x)) d dx + b^{ij}_k (u(x))u^k_x; (1.65)

ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ 1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÉ

deg(ab) = deg a + deg b; deg f(u(x)) = deg u(x) = 0; deg d dx = deg u^k_x = 1: (1.66)

éÚ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÓËÏÂËÉ É ÉÚ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÎÅÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÈ F É G ÓËÏÂËÁ (1.64) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!)

{F; G} =

∫ ffiF

ffiu^i(x) ( g^{ij}(u(x)) d dx + b^{ij}_k (u(x))u^k_x ) ffiG ffiu^j (x) dx: (1.67)

äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓËÏÂËÉ ŒÉÄÁ (1.67) É ÌÀÂÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ, Ô.Å. ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ŒÉÄÁ H = ∫ h(u(x))dx; (1.68)

ÐÌÏÔÎÏÓÔØ h(u(x)) ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÐÏÌÅŒÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ u(x) É ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ, ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

u^i_t = {u^i(x); H} (1.69)

ŒÓÅÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËŒÁÚÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ ÐÅÒ- ŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ŒÉÄÁ (1.2), Ô.Å. ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÓËÏÂËÉ ŒÉÄÁ (1.67) É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ H ŒÉÄÁ (1.68) ÓÉÓÔÅÍÁ (1.69) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

u^i_t = ( g^{ij} (u(x)) d dx + b^{ij}_k (u(x))u^k_x ) @h @u^j = ( g^{ij}(u(x))

@^2h @u^j@u^k

+ b^{ij}_k (u(x)) @h @u^j ) u^k_x: (1.70)

íÁÔÒÉÃÁ ÓÉÓÔÅÍÙ (1.69) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

v^i_k (u) = g^{ij}(u)

@^2h @u^j @u^k

+ b^{ij}_k (u) @h @u^j

: (1.71)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÓËÏÂÏË ŒÉÄÁ (1.67), ËÌÁÓÓ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ (ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÏŒ) ŒÉÄÁ (1.68) É ËÌÁÓÓ ÁÆÆÉÎÏÒÏŒ ŒÉÄÁ (1.71) ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÚÁÍÅÎ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!).

éÚ ÏÂÝÉÈ ÆÏÒÍÕÌ (1.31) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÓËÏÂÏË ŒÉÄÁ (1.19) ÐÒÉ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ u^i = u^i(~u^1; : : :; ~u^N ); 1 ≤ i ≤ N; ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÓËÏÂËÉ (1.67):

~K^{sk} [~u] = @~u^s

@u^i

K^{ij} [u(~u)] ∘

@~u^k @u^j =

= @~u^s @u^i ( g^{ij}(u(~u)) d dx + b^{ij}_r (u(~u))

@u^r @~u^p

~u^p_x ) ∘ @~u^k @u^j = = @~u^s @u^i g^{ij} (u(~u))

@~u^k @u^j d dx + @~u^s @u^i g^{ij} (u(~u))

@^2 ~u^k @u^j@u^r

@u^r @~u^p

~u^p_x + + @~u^s @u^i b^{ij}_r (u(~u))

@u^r @~u^p

@~u^k @u^j

~u^p_x = ~g^{sk}(~u) d dx + ~b^{sk}_p (~u)~u^p_x; (1.72)

Ô.Å.

~g^{sk}(~u) =

@~u^s @u^i g^{ij}(u(~u))

@~u^k @u^j

; (1.73)

~b^{sk}_p (~u) = @~u^s

@u^i g^{ij} (u(~u))

@^2 ~u^k @u^j @u^r

@u^r @~u^p + @~u^s @u^i b^{ij}_r (u(~u))

@u^r @~u^p

@~u^k @u^j

; (1.74)

g^{ij} (u(~u)) =

@u^i @~u^s

~g^{sr}(~u)

@u^j @~u^r ; b^{ij}_q (u(~u)) =

@u^i @~u^s

@^2u^j @~u^r@~u^p

@~u^p @u^q

~g^{sr}(~u) +

@u^i @~u^s

@u^j @~u^r

@~u^p @u^q

~b^{sr}_p (~u):

üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÒÁÚŒÉÔØ ÏÂÝÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÓÉÓÔÅÍÁÍ ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ŒÉÄÁ (1.69).

ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ g^{ij} (u) ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ËÁË ÔÅÎÚÏÒÙ Ó ŒÅÒÈÎÉÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ (ËÏÎÔÒÁ- ŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÒÁÎÇÁ 2). åÓÌÉ det(g^{ij}(u)) ≠ 0, ÔÏ ÓËÏÂËÁ (1.67) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅŒÙ- ÒÏÖÄÅÎÎÏÊ. äÌÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÓËÏÂÏË ŒÉÄÁ (1.67) ŒŒÅÄÅÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ `^j_{sk} (u) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ:

b^{ij}_k (u) = −g^{is}(u)`^j_{sk}(u):

ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ `^i_{jk} (u) ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ËÁË ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ:

`^j_{pq}(u(~u)) =

@u^j @~u^k ( ~`^k_{rs}(~u)@~u^s @u^q

@~u^r @u^p + @^2 ~u^k @u^p@u^q ) : ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÁÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÓËÏÂËÁ ŒÉÄÁ (1.67) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÙÍ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÔÅÎÚÏÒÏÍ g^{ij} (u) ÒÁÎÇÁ 2 É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÁÆ- ÆÉÎÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ `^i_{jk} (u). äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓËÏÂËÉ ŒÉÄÁ (1.67) É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ (1.68) ÍÁÔÒÉÃÁ (1.71) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅ- ÍÙ ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ (1.69) ŒÓÅÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ŒÔÏÒÙÈ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ h(u):

v^i_j (u) = g^{is}(u)∇_j ∇_sh(u) = g^{is}(u) ^∇_s ^∇_j h(u) = ^∇^i ^∇_j h(u); (1.75)

ÇÄÅ ∇_i | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓŒÑÚ- ÎÏÓÔØÀ `^i_{jk} (u):

∇_iT_j (u) =

@T_j @u^i

− `^k_{ji}(u)T_k(u); (1.76)

ÇÄÅ T_j (u) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, Á ^∇_i | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ ^`^i_{jk} (u) = `^i_{kj} (u) (ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÓŒÑÚÎÏ- ÓÔÉ ^`^i_{jk} (u) É `^i_{jk} (u) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÙÍÉ). äÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ

`^i_{jk} (u) ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ∇_i É ^∇_i, ËÁË É ÓÁÍÉ ŒÚÁÉÍÎÙÅ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

åÓÌÉ ÓËÏÂËÁ (1.67) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓËÏÂËÏÊ ðÕÁÓÓÏÎÁ, Ô.Å. ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ñËÏÂÉ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÁ ŒÉÄÁ (1.68) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ (1.69) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙÍÉ. óËÏÂËÉ ðÕÁÓÓÏ- ÎÁ ŒÉÄÁ (1.67) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓËÏÂËÁÍÉ äÕÂÒÏŒÉÎÁ{îÏŒÉËÏŒÁ.

1.4. óËÏÂËÉ äÕÂÒÏŒÉÎÁ{îÏŒÉËÏŒÁ É ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ôÅÏÒÅÍÁ 1.1 (äÕÂÒÏŒÉÎ, îÏŒÉËÏŒ). åÓÌÉ det(g^{ij}(u)) ≠ 0, ÔÏ ÓËÏÂËÁ (1.67) ËÏÓÏ- ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

1) ÔÅÎÚÏÒ g^{ij} (u) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ, Ô.Å. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÉÌÉ ÐÓÅŒÄÏÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ËÏÎ- ÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ,

2) b^{ij}_k (u) = −g^{is}(u)`^j_{sk}(u); ÇÄÅ `^j_{sk} (u) | ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ, ÓÏÇÌÁ- ÓÏŒÁÎÎÏÊ Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ g^{ij} (u), Ô.Å. ∇_kg^{ij} = 0; ÇÄÅ ∇_k | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ `^i_{sk} (u):

∇_kg^{ij} (u) =

@g^{ij} @u^k

+ g^{is}(u)`^j_{sk} (u) + g^{sj} (u)`^i_{sk}(u): (1.77)

åÓÌÉ det(g^{ij} (u)) ≠ 0, ÔÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÓËÏÂËÁ (1.67) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÕ ñËÏÂÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ `^j_{sk} (u) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ (ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ):

`^i_{jk} (u) = `^i_{kj} (u); (1.78) É ÔÅÎÚÏÒ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÜÔÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ:

R^i_{jkl}(u) =

@`^i_{jl} @u^k − @`^i_{jk} @u^l

+ `^i_{pk}(u)`^p_{jl}(u) − `^i_{pl}(u)`^p_{jk}(u) = 0: (1.79)

óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÁÑ Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ, ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÔÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ (ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ìÅŒÉ-þÉŒÉÔÁ ÍÅÔÒÉËÉ), Ô.Å. ÓŒÑÚÎÏÓÔØ `^j_{sk} (u) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ ìÅŒÉþÉŒÉÔÁ ÍÅÔÒÉËÉ g^{ij} (u):

`^i_{jk} (u) = 1 2 g^{is}(u) ( @g_{sk} @u^j + @g_{js} @u^k − @g_{jk} @u^s ) : (1.80)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÅÔÒÉËÁ g^{ij}(u) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ (ÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÕÌÅŒÏÊ ÒÉÍÁ- ÎÏŒÏÊ ËÒÉŒÉÚÎÙ) É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ Ë ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÍÕ ŒÉÄÕ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ v^i = v^i(u), Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÓËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ ŒÉÄÁ (1.67) ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ É ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ:

{v^i(x); v^j(y)} = ”^iffi^{ij} ffi_x(x − y);

ÇÄÅ ”^i = ±1, i = 1; : : :; N.

1.5. çÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙ ÁÆÆÉÎÏÒÙ.

ðÕÓÔØ det(g^{ij}(u)) ≠ 0. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉ- ÞÅÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ v^i_j (u) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ŒÔÏÒÙÈ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÁ h(u):

v^i_j (u) = g^{is}(u)∇_s∇_j h(u) = ∇^i∇_j h(u); (1.81) ÇÄÅ ∇_i | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ ìÅŒÉþÉŒÉÔÁ ÐÌÏÓËÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ g^{ij} (u). áÆÆÉÎÏÒ v^i_j (u) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ h(u) É ÐÌÏÓËÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ g^{ij}(u), ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ v^i_j (u) = ∇^i∇_j h(u); ÇÄÅ ∇_i | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ ìÅŒÉ-þÉŒÉÔÁ ÍÅÔÒÉËÉ g^{ij}(u). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÏÓÔÉ ÁÆÆÉÎÏÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÚÁÍÅÎ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. œ ÐÌÏÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÍÅÔÒÉËÉ g^{ij} (u), Ô.Å. Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ w^i, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÍÅÔÒÉËÉ g^{ij} (u) ÐÏÓÔÏÑÎÎÙ, ~g^{ij} = const; ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒ ÁÆÆÉÎÏÒ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ

~v^i_j (w) = ~g^{is}

@^2h @w^s@w^j

: (1.82)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÁ ÁÆÆÉÎÏÒÁ É ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÐÌÏÓËÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÐÌÏÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.

ìÅÍÍÁ 1.1 (ãÁÒčŒ). áÆÆÉÎÏÒ v^i_j (u) ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÌÏÓËÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ g_{ij} (u) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

g_{ik}(u)v^k_j (u) = g_{jk}(u)v^k_i (u); (1.83)

∇_iv^k_j (u) = ∇_j v^k_i (u); (1.84) ÇÄÅ ∇_i | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ ìÅŒÉþÉŒÉÔÁ ÍÅÔÒÉËÉ g^{ij}(u).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÁÆÆÉÎÏÒ v^i_j (u) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙÍ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ h(u) É ÐÌÏÓËÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ g^{ij} (u), ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ v^i_j (u) = ∇^i∇_j h(u); ÇÄÅ ∇_i | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ ìÅŒÉ-þÉŒÉÔÁ ÍÅÔÒÉËÉ g^{ij}(u). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÌÏÓËÏÊ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ g_{ij} (u), ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ g^{ij} (u), g_{is}(u)g^{sj}(u) = ffi^j_i , ÐÏÌÕÞÁÅÍ

g_{ik}(u)v^k_j (u) = ∇_i∇_j h(u) = ∇_j ∇_ih(u) = g_{jk} (u)v^k_i (u); (1.85)

ÇÄÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÕÌÀ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÍÅÔÒÉËÉ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ìÅŒÉ-þÉŒÉÔÁ. äÁÌÅÅ, ∇_iv^k_j (u) = ∇_i∇^k∇_j h(u) = ∇_j ∇^k∇_ih(u) == ∇_j v^k_i (u): ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ÄÌÑ ÁÆÆÉÎÏÒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÌÏÓËÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ g_{ij} (u) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌ- ÎÅÎÙ ÏÂÁ ÕÓÌÏŒÉÑ ÌÅÍÍÙ. ôÏÇÄÁ ÔÅÎÚÏÒ M_{ij} (u) = g_{is}(u)v^s_j (u) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ, M_{ij} (u) = M_{ji}(u); ÐÒÉÞÅÍ Œ ÐÌÏÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ w^i ÍÅÔÒÉËÉ g_{ij} (u) ÉÍÅÅÍ

@ ~M_{jk} @w^i = @ ~M_{ik} @w^j

: (1.86) ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÏËÁÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÆÕÎËÃÉÉ N_k(u), 1 ≤ k ≤ N; ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ

~M_{ik}(w) = @N^k @w^i

: (1.87)

œ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ~M_{ik}(w) ÉÍÅÅÍ

@N_k @w^i = @N_i @w^k

; (1.88)

Ô.Å. ÌÏËÁÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ h(w) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

N_i = @h @w^i

: (1.89)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÐÌÏÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ w^i

~v^i_j (w) = ~g^{is}

@^2h @w^s@w^j

; (1.90)

Ô.Å. ÁÆÆÉÎÏÒ v^i_j (u) ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒ.

œÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, Õ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÁ ÁÆÆÉÎÏÒÁ ÍÏÖÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ ÃÅÌÙÊ ÎÁÂÏÒ ÌÉ- ÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÍÅÔÒÉË ÎÕÌÅŒÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ËÒÉŒÉÚÎÙ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (1.83) É (1.84). ôÁËÉÅ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙ (ÔÏÞÎÅÅ ÂÉÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙ ÉÌÉ ÍÕÌØÔÉ- ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙ) ÁÆÆÉÎÏÒÙ ÚÁÄÁÀÔ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÏÌØÛÏÊ ÉÎÔÅÒÅÓ. íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÄÁÎÎÏÍ ËÕÒÓÅ ÏÞÅÎØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÕÀ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÂÉÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÚÁÄÁŒÁ- ÅÍÙÈ ÂÉÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙÍÉ ÁÆÆÉÎÏÒÁÍÉ. îÏ, ËÁË ÄÏËÁÚÁÎÏ ãÁÒÅŒÙÍ, ÐÒÉ N ≥ 3 ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÇÏ ÁÆÆÉÎÏÒÁ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÌÀÂÙÅ ÐÌÏÓËÉÅ ÍÅÔÒÉËÉ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (1.83) É (1.84), ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÏÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ˘_i(u); 1 ≤ i ≤ N; | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ) ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÁ ÁÆÆÉÎÏÒÁ v^i_j (u). ðÕÓÔØ ŒÓÅ ÜÔÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙ Œ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ É ÐÕÓÔØ e_i(u); 1 ≤ i ≤ N; | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÁ. òÁÚÌÏÖÉÍ ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ e_k (u); 1 ≤ k ≤ N; Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÄŒÕÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_i(u) É e_j (u):

[e_i(u); e_j(u)] = c^k_{ij} (u)e_k(u): (1.91)

ôÅÏÒÅÍÁ 1.2 (ãÁÒčŒ). åÓÌÉ ÐÒÉ N ≥ 3 ÄÌÑ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÁ ÁÆÆÉÎÏÒÁ v^i_j (u) ŒÓÅ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÙ c^k_{ij} (u) Ó ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ i; j; k ÎÅ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÜÔÏÍÕ ÁÆÆÉÎÏÒÕ ÐÌÏÓËÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ g_{ij} (u) ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏ- ÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.