íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ óéííåôòéþåóëéå óôåðåîé

ìåëãéñ 11

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÆÏÒÍ.

îÁÚÏŒÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ ZÄÉÒÁËÏŒÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M_e = M ∩ Z_{≥0} É M_p = Z_{¡0} \ M ËÏÎÅÞÎÙ. íÎÏÖÅÓÔŒÁ M_e É M_p ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ É ÐÏÚÉÔÒÏÎÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M. œÅÌÉÞÉÎÕ C(M)^{def}= #(M_e) − #(M_p) ÎÁÚÏŒÅÍ ÚÁÒÑÄÏÍ, Á ŒÅÌÉÞÉÎÕ U (M)^{def}= ∑ a∈M_e∪M_p |a| | ÜÎÅÒÇÉÅÊ

ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁÚÏŒÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ~, ÂÁÚÉÓ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ _M = · · ·∧ f_{in} ∧ f_{in−1} ∧ · · ·∧ f_{i1} , Œ ËÏÔÏÒÙÈ i_1 ¿ i_2 ¿ : : : É ÎÁÂÏÒ ÉÎÄÅËÓÏŒ M = {i_k} | ÄÉÒÁËÏŒÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ÜÎÅÒÇÉÉ É ÚÁÒÑÄÅ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ · · ·∧ f_{in} ∧ f_{in−1} ∧ · · ·∧ f_{i1} , ÉÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ ÜÎÅÒÇÉÀ É ÚÁÒÑÄ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ~_{n;s} | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÚÁÒÑÄÁ n É ÜÎÅÒÇÉÉ s.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.

F (t; q) = ∑ n;s dim ~_{n;s}t^nq^s = ∑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÄÉÒÁËÏŒÓËÉÍ

ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ M = {i_k}

t^{C(M)}q^{U(M)} = ∑_{+∞} n=−∞ t nq^{n(n−1)=2} ∏_∞ k=1(1 − q^k) :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅÌÉÞÉÎÕ F_N (t; q) = ∑ t^{C(M)}q^{U(M)}, ÇÄÅ ÓÕÍÍÁ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÄÉÒÁËÏŒÓËÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ M, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÉÅ −N . ôÏÇÄÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,

F_N (t; q) = q^{(N−1)(N−2)=2} t^{N−1} ∞∏ m=0 (1 + tq^{m−N+1}) = ∞∑ k=−N+1

t^k q^{k(k−1)=2} (1 − q) : : : (1 − q^{k+N−1}) ; É F (t; q) = lim_{N→∞} F_N (t; q). □

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ~ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. ïÐÅÒÁÔÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ _M = · · ·∧f_{in} ∧f_{in−1} ∧· · ·∧f_{i1} ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ f_i, ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÒÏÓÔÏ f_i. ðÏÓÌÅ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ \ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÓÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ", Œ ËÏÔÏÒÏÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÉÎÄÅËÓÙ ÐÒÉ f ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÉÄÕÔ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁ- ÓÔÁÎÉÑ | ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÎÄÅËÓ (i) ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ É ÍÏÖÅÔ ŒÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ ÄŒÁÖÄÙ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÕÖÎÏ ËÁË ÂÙ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ∧ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ | ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÔØ f_i ÎÁ ÐÏÄÏÂÁÀÝÅÅ ÍÅÓÔÏ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÍÅÎÉŒ ÚÎÁË (Á ÅÓÌÉ f_i ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁÌÓÑ Œ _M, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁŒÎÙÍ ÎÕÌÀ). äÅÊÓÔŒÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f^∗_{−i} ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ _M ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÁË \ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ f_i" (ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÉÎÄÅËÓÙ!): ÅÓÌÉ f_i ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ Œ _M, ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, Á ÅÓÌÉ ŒÈÏÄÉÔ, ÔÏ ÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÍÅÓÔÏ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÍÅÎÉŒ ÚÎÁË) É ŒÙÞÅÒËÎÕÔØ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V = C [t; t^{−1}] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ìÏÒÁÎÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ D(V ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÒÁŒÎÏÅ V ⊕V^∗, Ó ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ V ⊂ D(V ) É V^∗ ⊂ D(V ) ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, É ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (w; ff) = ⟨ff; w⟩ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ w ∈ V , ff ∈ V^∗. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÓÌÉ w_i = t^i, i ∈ Z| ÂÁÚÉÓ Œ V , Á w^∗_i | ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ V^∗ (Ó ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ÎÕÍÅÒÁÃÉÅÊ), ÔÏ (w_i; w^∗_j ) = ffi_{i+j} .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ŒÅËÔÏÒÕ w_i ÏÐÅÒÁÔÏÒ f_i, Á ŒÅËÔÏÒÕ w^∗_i ÏÐÅÒÁÔÏÒ f^∗_i , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ Cl(D(V )) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ~.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÀÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ f_if_j + f_j f_i = 0, f^∗_i f^∗_j + f^∗_j f^∗_i = 0 É f_if^∗j + f^∗_j f_i = ffi_{i+j} | ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÙ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ. îÅÐÒÉ- ŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ f_i; f^∗_i Ë ŒÁËÕÕÍÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ v = · · · ∧ f_{−2} ∧ f_{−1} É, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ŒÁËÕÕÍÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ë ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ~. □

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ E_k, k = ±1; ±2; : : :, ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ

E_k = ∞∑ ff=−∞ f_fff^∗_{k−ff} = − ∞∑ ff=−∞ f^∗_fff_{k−ff};

Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ E_0 | ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

E_0 = ∞∑ ff=−∞ :f_fff^∗_{−ff}:^{def}= −1∑ ff=−∞ f_fff^∗_{−ff} − ∞∑ ff=0 f^∗_{−ff}f_ff: 1

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. ïÐÅÒÁÔÏÒ E_k ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÚÁÒÑÄ É ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔ ÜÎÅÒÇÉÀ ÎÁ k. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÃÉ- ÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ [E_k; f_l] = f_{k+l}, [E_k; f^∗_l ] = −f^∗_{k+l}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ | ÐÒÑÍÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W = C [t; t^{−1}] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ìÏÒÁÎÁ; ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ ÎÅÍ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÕÀ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (t^i; t^j) = iffi_{i+j} . üÔÁ ÆÏÒÍÁ ŒÙÒÏÖÄÅÎÁ (ÑÄÒÏ ÅÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ | ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÓÔÁÎÔ). ôÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ W_0 ⊂ W ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ìÏÒÁÎÁ ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ; ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ W_0 ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ E_k ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ~ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ Cl(W ). üÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ; ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÅÇÏ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ~_n ŒÅËÔÏÒÏŒ Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÚÁÒÑÄÏÍ n. ëÁË ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ Cl(W_0) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ~_n ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ æÏËÁ ÓÏ ÓÔÁÒ- ÛÉÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ v_n = · · · ∧ f_{n−2} ∧ f_{n−1}; ÏÐÅÒÁÔÏÒ E_0 Œ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ n. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÏŒÅÒÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ E_k ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ k+l ≠ 0 É k; l ≠ 0, ÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3, [E_k; E_l] = ∑ ff[E_k; f_fff^∗_{l−ff}] = ∑ ff([E_k; f_ff]f^∗_{l−ff} +f_ff[E_k; f^∗_{l−ff}]) = ∑ ff(f_{k+ff}f^∗_{l−ff} −f_fff^∗_{k+l−ff}) = E_{k+l} −E_{k+l} = 0. œ ÓÌÕÞÁÅ k +l = 0, k ≠ 0, ÉÍÅÅÍ [E_k; E_{−k}] = ∑ ff≥0[E_k; f_fff^∗_{−k−ff}] − ∑ ff¡0[E_k; f^∗_{−k−ff}f_ff] = ∑ ff≥0 f_{k+ff}f^∗_{−k−ff} − ∑ ff≥0 f_fff^∗_{−ff} − ∑ ff¡0 f^∗_{−k−ff}f_{k+ff} + ∑ ff¡0 f^∗_{−ff}f_ff = ∑_{k−1} ff=0(f_fff^∗_{−ff}+f^∗_{−ff}f_ff) = k | ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2. œ ÓÌÕÞÁÅ k = 0 ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ.

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ~_n | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ æÏËÁ. òÁŒÅÎÓÔŒÏ E_kv_n = 0 ÐÒÉ ŒÓÑËÏÍ n ∈ ZÉ k ¿ 0 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ŒÅËÔÏÒ w ∈ ~_n ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ Q(E_1; E_2; : : : )v ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q.

äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ Q(E_1; E_2; : : : )v = 0; ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏ- ÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Q ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ. éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ k ¿ 0 ŒÅÒÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ E_{−k}Q(E_1; E_2; : : : )v = [E_{−k}; Q(E_1; E_2; : : : )]v = −k^{@Q}_{@Ek} v. éÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÅÇÏ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Q = 0 Œ ÓÉÌÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ.

óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q ŒÙŒÅÄÅÍ ÉÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ P_d | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ E_1; E_2; : : : ŒÚŒÅÛÅÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ d, ÇÄÅ ŒÅÓ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ E_i ÒÁŒÅÎ i (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3, ÐÒÉ Q ∈ P_d ÏÐÅÒÁÔÏÒ Q(E_1; E_2; : : : ) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÚÁÒÑÄ É ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔ ÜÎÅÒÇÉÀ ÎÁ d). íÏÎÏÍÕ E^{a1}_1 E^{a2}_2 · · · ∈ P_d ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ (1^{a1} 2^{a2} : : : ) ÞÉÓÌÁ d = a_1 + 2a_2 + : : : , ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅ- ËÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ dim P_d ÒÁŒÎÁ p(d) | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ d. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ∑ d dim P_d = 1 (1−q)(1−q^2)::: . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ∑ s dim ~_{n;s}q^s = q^{n(n−1)=2 1}_{(1−q)(1−q2):::} , ÔÏ ÅÓÔØ dim ~_{n;n(n−1)=2+d} = dim P_d. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Q ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ w ∈ ~_n.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ U ⊂ ~_n | ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, É ÐÕÓÔØ u ∈ U | ŒÅËÔÏÒ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ, u = Q(E_1; E_2; : : : ), É E_{−k}u = k^{@Q}_{@Ek} v = 0, ÏÔËÕÄÁ Q = const: É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, U = ~_n ÉÌÉ U = 0 | ÔÏ ÅÓÔØ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ~_n ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ. ïÐÅÒÁÔÏÒ E_0 ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍÉ E_k É, ÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. òÁŒÅÎÓÔŒÏ E_0v_n = nv_n ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ. □