íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ óéííåôòéþåóëéå óôåðåîé

ìåëãéñ 9

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. óŒÏÊÓÔŒÁ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÁÌÇÅÂÒÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÇÁÒÍÏÎÉË.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ R_n = C [x_1 ; : : : ; x_n; y_1; : : : ; y_n] ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ (C^2 )^n. îÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ | Á, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ R_n | ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ (ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÔÏÞÅË) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ˚_n. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^{�n}_0 ⊂ R_n ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÒÁŒÎÙÈ ÎÕÌÀ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É ÎÁÔÑÎÅÍ ÎÁ ÎÅÇÏ ÉÄÅÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ I_n. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÉÄÅÁÌÁ I_n ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ p_{a;b}(x; y) =

∑_n

i=1 x^a_i y^b_i ÐÒÉ a; b = 0; : : :; n − 1, (a; b) ≠ (0; 0). üÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ ÐÏ x É ÐÏ y, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒÁÌÅÇÂÒÁ H_n = R_n=I_n ÂÉÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÁ: H_n = ⨁ k;l H^{(n)}_{kl} , ÇÄÅ H^{(n)}_{kl} ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÂÉÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÐÏ x É ÓÔÅÐÅÎÉ l ÐÏ y. áÌÇÅÂÒÁ H_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÇÁÒÍÏÎÉË.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ h^{(n)}_{kl} = dim H^{(n)}_{kl} . ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ h^{(n)}_{kl} ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ T_n ÄÅÒÅŒØÅŒ (ÓŒÑÚÎÙÈ ÇÒÁÆÏŒ ÂÅÚ ÃÉËÌÏŒ) Ó n + 1 ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÎÕ- ÍÅÒÏŒÁÎÙ ÞÉÓÌÁÍÉ 0; 1; : : :; n (É ÇÒÁÆÙ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÕÍÅÒÁÃÉÅÊ ŒÅÒÛÉÎ, ÓÞÉÔÁÅÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ). çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÁÒÁ ŒÅÒÛÉÎ i; j ÇÒÁÆÁ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÉÎŒÅÒÓÉÀ, ÅÓÌÉ j ¿ i ¿ 0 É ŒÓÑËÉÊ ÐÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ŒÅÒ- ÛÉÎÕ i Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ 0 (\ËÏÒÎÅÍ" ÄÅÒÅŒÁ), ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ŒÅÒÛÉÎÕ j. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÉÎŒÅÒÓÉÊ Œ ÄÅÒÅŒÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÔ 0 ÄÏ n(n − 1)=2.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ïÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÒÅŒØÅŒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ŒÉÄÁ ÒÁŒÎÏ (n + 1)^{n−1}. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÄÅÒÅŒØÅŒ, ÎÅ ÉÍÅ- ÀÝÉÈ ÉÎŒÅÒÓÉÊ (\ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ") ÒÁŒÎÏ n!.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÄÅÒÅŒÕ ø ∈ T_n ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ b(ø ) = (b_1; : : : ; b_{n−1}) ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÅÒÅŒÏ ø ÉÍÅÅÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÕ ŒÉÓÑÞÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ (ŒÅÒÛÉÎÕ, Œ ËÏÔÏÒÕÀ ŒÈÏÄÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ, É ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ ËÏÒÎÑ 0). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ŒÅÒÛÉÎÙ, É ŒÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ÎÉÈ ŒÅÒÛÉÎÕ a Ó ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÂÒÏ ŒÅÄÅÔ ÉÚ ÜÔÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ Œ ÄÒÕÇÕÀ, ÎÏÍÅÒ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÐÒÉÍÅÍ ÚÁ b_1. úÁÔÅÍ ÕÄÁÌÉÍ ÉÚ ÄÅÒÅŒÁ ŒÅÒÛÉÎÕ a ŒÍÅÓÔÅ Ó ŒÈÏÄÑÝÉÍ Œ ÎÅÅ ÒÅÂÒÏÍ | ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÏŒÏÅ ÄÅÒÅŒÏ (ÐÒÁŒÄÁ, ŒÅÒÛÉÎÙ ÅÇÏ ÐÒÏÎÕÍÅÒÏŒÁÎÙ ÕÖÅ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÐÏÄÒÑÄ); ÐÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÎÅÍÕ ÔÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ É ÐÏÌÕÞÉÍ ÞÉÓÌÏ b_2, É Ô.Ä. ðÏÓÌÅ n − 1 ÛÁÇÏŒ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÄÅÒÅŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎÙ 0 É ÅÝÅ ÏÄÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ; Œ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÒÅËÒÁÔÉÍ.

îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÅÒÅŒÏ ø ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ b(ø ). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÎÏÍÅÒÁ ŒÉÓÑÞÉÈ ŒÅÒÛÉÎ ÄÅÒÅŒÁ ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ a ∈ {1; 2; : : :; n}, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ Œ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ n − 1 ¡ n ÞÌÅÎÏŒ). óÁÍÏÅ ÂÏÌØÛÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ a) | ÎÏÍÅÒ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÒÅÂÒÏÍ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ b_1. åÓÌÉ ÜÔÕ ŒÅÒÛÉÎÕ ÕÄÁÌÉÔØ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÄÅÒÅŒÏ ø^′, ŒÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÎÕÍÅÒÏŒÁÎÙ ÞÉÓÌÁÍÉ 0; 1; : : :; ^a; : : : ; n (\ÛÌÑÐËÁ" ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏÐÕÓË ÜÌÅÍÅÎÔÁ) É ËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ b(ø^′) = (b_2; : : :; b_{n−1}). éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ n ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÅÒÅŒÏ ø^′ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁ- ÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ É ÄÅÒÅŒÏ ø .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÓÌÏ ÄÅÒÅŒØÅŒ ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÉÎÙ n − 1 ÉÚ ÞÉÓÅÌ 0; 1; : : :; n, ÔÏ ÅÓÔØ (n + 1)^{n−1}. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÅÒÅŒÏ ø ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ 0 ≤ b_i ≤ n − i ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; : : :; n − 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÄÅÒÅŒØÅŒ ÒÁŒÎÏ n!. □

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (í.èÁÊÍÁÎ). (1) h^{(n)}_{kl} ¿ 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ k + l ≤ n(n − 1)=2.

(2) h^{(n)}_{kl} = 1 ÐÒÉ k + l = n(n − 1)=2. (3) þÉÓÌÏ u^{(n)}_k =

∑_{n(n−1)=2} l=0 h^{(n)}_{kl} ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÄÅÒÅŒØÅŒ Ó ÒÏŒÎÏ k ÉÎŒÅÒÓÉÑÍÉ.

(4) þÉÓÌÏ v^{(n)}_i = ∑ k−l=i h (n) kl ÒÁŒÎÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ ÐÒÉ q^i Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ q^{−n(n−1)=2}(1 + q + · · · + q^n)^{n−1}.

åÓÌÉ ÚÁÂÙÔØ ÏÄÎÕ ÉÚ ÄŒÕÈ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÏË É ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ H_n ËÁË ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ: H_n = ⨁ k A^{(n)}_k , ÔÏ u^{(n)}_k ÜÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ A^{(n)}_k .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.1. ïÂÝÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ H_n ÒÁŒÎÁ (n + 1)^{n−1}.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.1 ŒÙÔÅËÁÅÔ ËÁË ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 3 (É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1), ÔÁË É ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 4. ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÄÅÁÌ I_n ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ˚_n, Œ H_n ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ. åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ Œ ÉÎÙÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ (ÒÅÛÅÔËÕ) L = Z^n É Œ 1

ÎÅÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ M , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ (x_1; : : : ; x_n), Œ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ n + 1, É ŒÅËÔÏÒÏÍ (1; 1; : : :; 1). îÁ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÅ L=M ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÇÒÕÐÐÁ ˚_n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (n + 1)^{n−1} = #(L=M ) Ó ÂÁÚÉÓÏÍ, ŒÅËÔÏÒÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ L=M . œ ÔÁËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ˚_n; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ A.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ). (5) ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ˚_n Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H_n ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÀ A, ÔÅÎÚÏÒÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÍÕ ÎÁ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ.

éÚ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÁËÖÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.1.

ðÏÌÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÌÅÖÉÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÁÍÉ ÎÁÛÅÇÏ ËÕÒÓÁ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ, ÏÄÎÁËÏ, ÄÏËÁÚÁÔØ ÍÏÖÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓŒÏÊÓÔŒÏ 3 ÐÒÉ k = 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ (Œ ÓÉÌÕ ŒÔÏÒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1), ÞÔÏ dim A^{(n)}_0 = ∑ l h^{(n)}_{0l} = n!. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ A^{(n)}_0 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÆÁËÔÏÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_{n;x} ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÔÏÌØËÏ ÏÔ x_1; : : : ; x_n, ÐÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ R_{n;x} ∩ I_n. ïÞÅŒÉÄÎÏ, R_{n;x} = C [x_1 ; : : : ; x_n], Á R_{n;x} ∩ I_n | ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, ÒÁŒÎÙÍÉ ÎÕÌÀ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. òÁŒÅÎÓÔŒÏ dim R_{n;x}=(R_{n;x} ∩ I_n) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ûÅŒÁÌÌÅ É ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ ÌÅËÃÉÉ 2.

äÏËÁÖÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏ 1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ h_k(x_1; : : : ; x_s) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÒÁŒÎÕÀ ÓÕÍÍÅ ŒÓÅÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1; : : :; x_s ÏÂÝÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ k.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. h_k(x_k; : : :; x_n) ∈ I_n ÐÒÉ ŒÓÑËÏÍ k = 1; : : : ; n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ e_k(x_1; : : : ; x_n) | ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ k. ôÏÇÄÁ

∏_n

i=1(1+ tx_i) =

∑_n

j=0 t^je_j (x_1; : : :; x_n), ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

∏_n i=1(1 + tx_i) ≡ 1 mod I_n. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ∏_{k−1} i=1 (1 + tx_i) ≡

∏_n i=k 1 1+tx_i mod In. ðÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÒÁŒÎÁ ∑_∞ j=0(−1)^jt^j h_j(x_k; : : :; x_n). ìÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞÌÅÎÁ t^k, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ t^k Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÏÌÖÅÎ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ I_n. üÔÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÁŒÅÎ h_k(x_k; : : : ; x_n) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.1. ðÒÉ ÌÀÂÙÈ k = 1; : : : ; n É ÌÀÂÙÈ p; q ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ p + q = k, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ a_{p;q} ÐÒÉ t^ps^q ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ h_k(tx_k + sy_k; : : : ; tx_n + sy_n) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ I_n.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ N | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ 2 × 2, É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x_1; y_1; : : : ; x_n; y_n) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÄÅÁÌÕ I_n, ÔÏ ÜÔÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (N (x_1; y_1); : : : ; N (x_n; y_n)).

íÎÏÇÏÞÌÅÎ a_{p;q} ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÏÎÏÍ x^p_ky^q_k, Á Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÏÎÏÍÁÈ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÌÉÂÏ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÁÑ x_i Ó i ¿ k, ÌÉÂÏ ÍÏÎÏÍ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ x_ky_i, i ¿ k. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÉÄÅÁÌÁ I_n ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÌÀÂÏÊ ÍÏÎÏÍ x^p_ky^q_k ÏÂÝÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ k ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÍÏÎÏÍÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ Ó Â«ÏÌØÛÉÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ I_n ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÍÏÎÏÍÏŒ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÝÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x_k É y_k ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ k − 1. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÂÝÅÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÂÏÌØÛÅ 1 + 2 + · · · + (n − 1) = n(n − 1)=2 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ I_n.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ I ⊂ R_n | ÉÄÅÁÌ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ ˚_n. ôÏÇÄÁ ÎÁ ÆÁËÔÏÒ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R_n=I ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ˚_n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ S_n ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ (ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÅÓÌÉ I ∈ S_n, ÔÏ codim I = n!).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. íÎÏÖÅÓÔŒÏ S_n ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ, ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÓÈÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ (C^2 )^{[n]}.

ðÏÌÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ŒÅÓØÍÁ ÓÌÏÖÎÏ, É ÍÙ ÅÇÏ ÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍ. íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ, ÏÄ- ÎÁËÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : S_n → (C^2 )^{[n]}, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ (ÎÏ ÄÏËÁ- ÚÁÔØ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÎÅ ÓÍÏÖÅÍ). äÌÑ ÉÄÅÁÌÁ I ⊂ S_n ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ’(I) ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÏÞÅ- ŒÉÄÎÁ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÏÓÉÔÅÌØ supp I = {z ∈ (C^2 )^n | f(z) = 0 ∀f ∈ I} ⊂ (C^2 )^n. ïÎ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, É Œ ÏÂÝÅÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞËÉ (p_1; : : : ; p_n) ∈ (C^2 )^n, ÇÄÅ p_i ≠ p_j ÐÒÉ i ≠ j, É ŒÓÅÈ ÅÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ŒÉÄÁ (p_{œ(1)}; : : : ; p_{œ(n)}), œ ∈ ˚_n. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÏÖÉÍ ’(I) = {f ∈ C [z_1 ; z_2] | f(p_1) = · · · = f(p_n) = 0}.

œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÏÖÉÍ ’(I) = I ∩ C [x_1 ; y_1] ⊂ C [x_1 ; y_1] É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ dim(C [x_1 ; y_1]=’(I)) = n. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ R_n=I ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ˚_{n−1}, ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÎÎÏÊ ËÁË ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ˚_n, ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ x_1; y_1. ôÏÇÄÁ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ (R_n=I)^{�n−1} ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ x_1; y_1 É ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÏÔ x_2; y_2; : : : ; x_n; y_n | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ ÆÕÎËÃÉÉ p^′_{a;b}(x; y) =

∑_n i=2 x^a_i y^b_i . ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÉ p_{a;b}(x; y) =

∑_n i=1 x^a_i y^b_i = x^a_1 + y^b_1 + p^′_{a;b}(x; y) | ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ, Á ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ R_n=I ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ, ÉÍÅÅÍ p_{a;b} ≡ c_{a;b} mod I ÄÌÑ ÎÅ- ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ c_{a;b}, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ p^′_{a;b} ≡ c_{a;b} − x^a_1y^b_1. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (R_n=I)^{�n−1} ÐÏÒÏ- ÖÄÅÎÏ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÏÔ x_1; y_1, É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, C [x_1 ; y_1]=’(I) = (R_n=I)^{�n−1} . îÏ dim(R_n=I)^{�n−1} = n, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÁ (C^2 )^{[n]} ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ X_n ÒÁÎÇÁ n!, ÎÁ ÓÌÏÑÈ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ ˚_n, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÙÊ ÓÌÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ: ÓÌÏÅÍ ÎÁÄ ÉÄÅÁÌÏÍ J ∈ (C^2 )^{[n]} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R_n=’^{−1}(J). üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙÑÓÎÉÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÁÌÇÅÂÒÙ H_n:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H_n ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ R^{�n}_n É ËÁË ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ˚_n ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÍÏÄÕÌÀ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ X_n, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (C^2 )^{[n]}_0 = HC^{−1}(0; 0; : : :; 0) ⊂ (C^2 )^{[n]}.

œÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ∈ R_n ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ X_n|_{(C2)}[n]_0 . ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ P ∈ R^{�n}_n , É P (0) = 0 (ÔÏ ÅÓÔØ P | ÏÄÎÁ ÉÚ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÉÄÅÁÌÁ I_n), É ÐÕÓÔØ J ∈ (C^2 )^{[n]}_0 . ÎÏÓÉÔÅÌØ ÉÄÅÁÌÁ ’(J) ⊂ R_n ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ (C^2 )^n. üÌÅÍÅÎÔ P ∈ R_n=’(J) | ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ P ≡ c mod ’(I) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c. îÏÓÉÔÅÌØ ÉÄÅÁÌÁ ’(J) ⊂ R_n ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ (C^2 )^n, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ c = P (0) = 0/ éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, P ∈ ’(J), ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ X_n|_{(C2)}[n]_0 , ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ P | ÎÕÌÅŒÏÅ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÑ R_n=I_n Œ ÍÏÄÕÌØ ÓÅÞÅÎÉÊ X_n|_{(C2 )}[n]_0 ; ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ˚_n-ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÏ (ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ). ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4 (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÅÇÏ ÍÙ ÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍ) ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 1 ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ.