1 ëÕÒÓ, ôÏÐÏÌÏÇÉÑ 1 01.10.2004

îÁËÒÙÔÉÑ. ôÅÏÒÅÍÁ æÒÅÊÄÅÎÔÁÌÑ

þÁÓÔØ 1. îÁËÒÙÔÉÑ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. ìÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ ÓÌÏÅÍ É ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÙÍ ÔÏÔÁÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ.

ðÒÉÍÅÒÙ 1.2. (1) R → S^1, x → e^{2ßix}; (2) S^1 → S^1, z → z^k; (3) S^n → RP^n.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.3. ðÕÓÔØ p : T → B | ÎÁËÒÙÔÉÅ ÓÏ ÓÌÏÅÍ F . ôÏÇÄÁ ÐÒÉ n ⩾ 2 ÉÍÅÅÍ ß_n(B) = ß_n(T ), Á ÇÒÕÐÐÁ ß_1(B) ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ F , ÐÒÉÞÅÍ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÔÏÞËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ß_1(T ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÔÁË ËÁË p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ Œ ÓÍÙÓÌÅ çÕÒÅŒÉÞÁ, ÔÏ, ÚÁÍÅÞÁÑ, ÞÔÏ ß_n(F ) = 0 ÐÒÉ n ⩾ 1, ß_0(F ) = F , ÐÏÌÕÞÁÅÍ ß_n(B) = ß_n(T ) ÐÒÉ n ⩾ 2, Á ÐÒÉ n = 1 | ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

1 → ß_1(T )^{p∗}−→ ß_1(B)^@−→ F → ∗:

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ @ ÚÁÄÁÅÔ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ß_1(B) ÎÁ F . ôÏÞÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ ÓÐÒÁŒÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÑ, Á ÔÏÞÎÏÓÔØ ÓÌÅŒÁ É Œ ÓÅÒÅÄÉÎÅ | ÔÏ, ÞÔÏ ß_1(T ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÉ. □

ìÅÍÍÁ 1.4. ðÕÓÔØ p : T → B É p^′ : T^′ → B ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : T → T^′, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ f(t_0) = t^′_0 É p^′ ∘ f = p ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ p_∗(ß_1(T )) ⊂ p^′_∗(ß_1(T^′)). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ t ∈ T ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÐÕÔÅÍ s Ó t_0 É ÐÏÄÎÉÍÅÍ ÐÕÔØ p ∘ s ÄÏ ÐÕÔÉ s^′ Œ T^′, ÔÁ- ËÏÇÏ ÞÔÏ s^′(0) = t^′_0. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÁËÒÙÔÉÊ ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÐÕÔÉ s ÐÕÔØ p ∘ s ÍÏÖÅÔ ÔÏÌØËÏ ÕÍÎÏÖÉÔØÓÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ p_∗(ß_1(T )) ⊂ p^′_∗(ß_1(T^′)), ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉ ÐÏÄÎÑ- ÔÉÉ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÐÅÔÌÅÊ Œ T^′, ÐÏÜÔÏÍÕ f(t) := s^′(1) | ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ, ÓŒÏÊÓÔŒÏ p^′ ∘ f = p É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÙ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ. □

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.5. îÁËÒÙÔÉÅ p : T → B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ p_∗(ß_1(T )) ⊂ ß_1(B) | ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ.

ìÅÍÍÁ 1.6. åÓÌÉ ÇÒÕÐÐÁ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ T ÓŒÏÂÏÄÎÏ É ÄÉÓËÒÅÔÎÏ (ÔÏ ÅÓÔØ Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÅÓÔØ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U , ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ∀g; h ∈ G gU ∩ hU = ∅), ÔÏ p : T → B = T =G | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ É ß_1(B)=ß_1(T ) ∼= G.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÉÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÓÔÉ É ÄÉÓËÒÅÔÎÏÓÔÉ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ p | ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÓÏ ÓÌÏÅÍ G. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ @ : ß_1(B) → G | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ fl; fl^′ ∈ ß_1(B), É ÐÕÓÔØ ~fl; ~fl^′ | ÉÈ ÐÏÄÎÑÔÉÑ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ Œ 1 É ËÏÎÞÁÀÝÉÅÓÑ Œ g = @(fl) É g^′ = @(fl^′) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÁË ËÁË ÐÕÔØ g~fl^′ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Œ g É ÎÁËÒÙŒÁÅÔ fl^′, ÔÏ ~fl ∘g~fl^′ ÎÁËÒÙŒÁÅÔ fl ∘fl^′, ÐÏÜÔÏÍÕ @(fl ∘fl^′) = (~fl ∘g~fl^′)(1) = g~fl^′(1) = gg^′. □

ìÅÍÍÁ 1.7. åÓÌÉ p : T → B | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ, ÔÏ ÇÒÕÐÐÁ G = ß_1(B)=ß_1(T ) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÓŒÏÂÏÄÎÏ É ÄÉÓËÒÅÔÎÏ ÎÁ T , ÔÁË ÞÔÏ B = T =G.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ ß_1(B)=ß_1(T ) ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f_g : T → T , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ f_g (t_0) = @(g), p ∘ f_g = p (ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ Œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 1.4, ÔÁË ËÁË ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ p_∗(ß_1(T; @(g)) ⊂ ß_1(B) ÓÏÐÒÑÖÅÎÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ p_∗(ß_1(T; t_0) ⊂ ß_1(B) É ÚÎÁÞÉÔ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÅÊ Œ ÓÉÌÕ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÎÁËÒÙÔÉÑ. œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ f_g ÉÍÅÅÍ f_{gg}′ = f_g ∘ f_g′ , ÐÏÜÔÏÍÕ (g; t) → f_g (t) | ÉÓËÏÍÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ G ÎÁ T . □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.8. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ T → p_∗(ß_1(T )) ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÁËÒÙÔÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ B É ËÌÁÓÓÁÍÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏÄÇÒÕÐÐ Œ ÇÒÕÐÐÅ ß_1(B). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÑÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ. 1

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ H ⊂ ß_1(B) | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E(B; b_0) É ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ s ∼ s^′ ⇐⇒ s(1) = s^′(1) É s^{−1} ∘ s^′ ∈ H:

ðÏÌÏÖÉÍ T = E(B; b_0)= ∼. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÐÕÔÅÊ s ∈ T É ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ s(1) ∈ B ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ W_{U;s} ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÕÔÅÊ, ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÈ s ∘ s_U , ÇÄÅ s_U ∈ E(U ; s(1)). ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ W_{U;s} ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ T , Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : T → B, p(s) = s(1) | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÅÓÌÉ B ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ p^{−1}(U ) = ⊔_sW_{U;s}, ÇÄÅ s ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ËÌÁÓÓÙ ÇÏÍÏÔÏÐÎÏÓÔÉ ÐÕÔÅÊ ÉÚ b_0 Œ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÔÏÞËÕ U ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ H. ðÏÜÔÏÍÕ p | ÎÁËÒÙÔÉÅ ÓÏ ÓÌÏÅÍ ß_1(B)=H. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÉ ÐÒÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÄÅÊÓÔŒÉÉ ß_1(B) ÎÁ ÓÌÏÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÇÒÕÐÐÁ H.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ p : T → B É p^′ : T^′ → B^′ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ⇐⇒ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ p_∗(ß_1(T )) É p^′_∗(ß_1(T^′)) ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ. éÍÐÌÉËÁÃÉÑ =⇒ ÏÞÅŒÉÄÎÁ (ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ß_1 ÏÔ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ p_∗(ß_1(T )) É p^′_∗(ß_1(T^′)) ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ. íÅÎÑÑ ÏÔÍÅÞÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ Œ T^′, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ p_∗(ß_1(T )) = p^′_∗(ß_1(T^′)). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 1.4 ÓÔÒÏÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : T → T^′ É f^′ : T^′ → T , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ f(t_0) = t^′_0, p^′ ∘ f = p, f^′(t^′_0) = t_0 É p ∘ f^′ = p^′. éÚ ÔÏÊ ÖÅ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f^′ ∘ f = Id_T , f ∘ f^′ = Id_T ′ , ÔÏ ÅÓÔØ T ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ T^′. □

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.9. îÁËÒÙÔÉÅ p : T → B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ T ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.10. õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. åÓÌÉ p : T → B | ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ, ÔÏ B ∼= T =ß_1(B), É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ p^′ : T^′ → B ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : T → T^′, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ p = p^′ ∘ f.

þÁÓÔØ 2. çÒÕÐÐÙ ß_n(S^m) ÐÒÉ n ¡ m

ìÅÍÍÁ 2.1 (Ï ÇÌÁÄËÏÊ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ). ðÕÓÔØ U ⊂ R^n É f : U → R^m | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ K ⊂ U É ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ —f : R^n → R^m, Ô. Þ. sup_{x∈K} |f(x) − —f (x)| ¡ ”.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2. ðÕÓÔØ f : U → R^m | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ôÏÞËÁ y ∈ R^m ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ f, ÅÓÌÉ ∀x ∈ f^{−1}(y) ÆÕÎËÃÉÑ f ÇÌÁÄËÁ Œ x É ÍÁÔÒÉÃÁ ñËÏÂÉ @f_i=@f_j ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ n.

ìÅÍÍÁ 2.3 (ÔÅÏÒÅÍÁ óÁÒÄÁ). íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ.

ðÕÓÔØ ∼ | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ S^{m−1}. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÅÇÏ ÎÁ D^m.

ðÒÉÍÅÒ 2.4. åÓÌÉ ∼ ÎÁ S^{m−1} ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ, ÔÏ D^m= ∼= S^m .

ìÅÍÍÁ 2.5. ðÕÓÔØ f : D^n → D^m= ∼ | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ f(S^{n−1}) ⊂ S^{m−1}= ∼. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^′ : D^n → D^m É ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÁÑ ÎÁ S^{n−1} ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ f ∼_F f^′? ÔÁË ÞÔÏ f^′ ÉÍÅÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ G = f^{−1}(D^m \ S^{m−1}= ∼). ôÏÇÄÁ G ⊂ D^n \ S^{n−1}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ f_{|G} ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ G Œ D^m. ðÏÌÏÖÉÍ æ(x) = min_{y∈@G} |x − y|. ôÁË ËÁË f^{−1}(^1_2 D^m) | ËÏÍÐÁËÔ Œ G, ÔÏ ∃ffi ¿ 0, ÔÁË ÞÔÏ æ(x) ⩾ 2ffi ÎÁ f^{−1}(^1_2 D^m). ðÕÓÔØ K = { x ∈ G | æ(x) ⩾ ffi }, K^′ = { x ∈ G | æ(x) ⩾ 2ffi }. ôÏÇÄÁ f^{−1}(^1_2 D^m) ⊂ K^′ ⊂ K ⊂ G. ôÁË ËÁË f(K) | ËÏÍÐÁËÔ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ 0 ¡ ” ¡ 1=4, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ”-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ f(K) ÌÅÖÉÔ Œ D^m \ S^{m−1}. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÇÌÁÄËÏÊ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ —f : R^n → R^m, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ sup_{x∈K} |f(x) − —f (x)| ¡ ”. ðÏÌÏÖÉÍ

F (x; t) = f(x); ÐÒÉ x ∈ D^m \ K, (1 − t^{æ(x)−ffi}_ffi f(x) + t^{æ(x)−ffi}_ffi —f (x); ÐÒÉ x ∈ K \ K^′, (1 − t)f(x) + t —f (x); ÐÒÉ x ∈ K^′.

åÓÌÉ f^′(x) = F (x; 1), ÔÏ f^′_{|K′} = —f (x) | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÔÁË ËÁË |f(x) − f^′(x)| ⩽ ” É ” ¡ 1=4, ÔÏ |f^′(x)| ¡ 1=4 =⇒ |f(x)| ¡ 1=2 =⇒ x ∈ K^′ =⇒ f^′(x) = —f (x), ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ óÁÒÄÁ f^′(x) ÉÍÅÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ^1_4 D^m. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.6 (ÌÅÍÍÁ Ï ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ). ðÕÓÔØ n ¡ m É f : D^n → D^m= ∼ | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ f(S^{n−1}) ⊂ S^{m−1}= ∼. îÁÊÄÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^′ : D^n → D^m É ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÁÑ ÎÁ S^{n−1} ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ f ∼_F f^′, ÔÁË ÞÔÏ f^′(D^n) ≠ D^m= ∼.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÒÉ n ¡ m ÔÏÞËÁ y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÄÌÑ f^′ ⇐⇒ f^{′−1}(y) = ∅. □ ôÅÏÒÅÍÁ 2.7. åÓÌÉ n ¡ m, ÔÏ ß_n(S^m) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ ∼ | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 2.4. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÓÆÅÒÏÉÄ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ f : D^n → S^m = D^m= ∼, ÔÁËÉÍ ÞÔÏ f(S^{n−1}) = S^{m−1}= ∼. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÊ f ÓÆÅÒÏÉÄ f^′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f^′(D^n) ≠ S^m. ðÕÓÔØ s ∈ S^m ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ ÏÂÒÁÚÅ f^′. ôÁË ËÁË S^m \ s ∼= R^m ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏ, ÔÏ f^′ ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.8. ß_2(S^2) = Z.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ èÏÐÆÁ S^3 → S^2 ÓÏ ÓÌÏÅÍ S^1 ÄÁÅÔ 0 = ß_2(S^3) → ß_2(S^2) → ß_1(S^1) → ß_1(S^3) = 0, ÏÔËÕÄÁ ß_2(S^2) ∼= ß_1(S^1) ∼= Z. □

þÁÓÔØ 3. ôÅÏÒÅÍÁ æÒÅÊÄÅÎÔÁÌÑ

ðÕÓÔØ f : X → Y | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ f × Id_I : X × I → Y × I ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ Œ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÄÓÔÒÏÅË ˚f : ˚X → ˚Y . åÓÌÉ X = S^n, ÔÏ ˚X ∼= S^{n+1}, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÚÏÍ, ÅÓÌÉ f | n-ÍÅÒÎÙÊ ÓÆÅÒÏÉÄ Œ Y , ÔÏ ˚f | (n + 1)-ÍÅÒÎÙÊ ÓÆÅÒÏÉÄ Œ ˚Y . ñÓÎÏ, ÞÔÏ f ∼ g ŒÌÅÞÅÔ ˚f ∼ ˚g (ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÎÁÄÓÔÒÏÊËÕ Ë ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ), Á ˚(f · g) = ˚(f) · ˚(g), ÐÏÜÔÏÍÕ ˚ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ ß_n(Y ) → ß_{n+1}(˚Y ). ïÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁÄÓÔÒÏÊËÉ.

åÓÌÉ Y = S^m, ÔÏ ˚Y ∼= S^{m+1}, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ˚ : ß_n(S^m) → ß_{n+1}(S^{m+1} ).

ôÅÏÒÅÍÁ 3.1 (ÔÅÏÒÅÍÁ æÒÅÊÄÅÎÔÁÌÑ). çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ˚ : ß_n(S^m ) → ß_{n+1}(S^{m+1} ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÒÉ n ⩽ 2m − 2 É ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÒÉ n = 2m − 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÐÉÍÏÒÆÎÏÓÔÉ: ÐÕÓÔØ f : S^{n+1} → S^{m+1} | ÓÆÅÒÏÉÄ. îÁÄÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f ∼ ˚g, ÇÄÅ g : S^n → S^m. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ n ⩾ m.

ûÁÇ 1. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÌÅÍÍÏÊ 2.5 ÚÁÍÅÎÉÍ f ÎÁ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÊ ÓÆÅÒÏÉÄ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÄŒÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ y_1; y_2 ∈ S^{m+1}. ûÁÇ 2. ðÕÓÔØ M_1 = f^{−1}(y_1), M_2 = f^{−1}(M_2) ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ M_i (ÍÁÔÒÉÃÁ ñËÏÂÉ ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ m + 1) ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U_x ÔÏÞËÉ x, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÁÑ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ÛÁÒÕ^∘D^{n−m}. œŒÉÄÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ S^{n+1} É ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ M_i ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ M_i ÔÁËÉÍÉ ÛÁÒÁÍÉ. ûÁÇ 3. œÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÕ ∞ ∈ S^{n+1} ÎÅ ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ M_1 É M_2, É ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ S^{n+1} \ ∞ Ó R^{n+1} Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ M_1M_2 | ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ Œ R^{n+1}, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÔÏÞËÕ M_1 Ó ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÔÏÞËÏÊ M_2. ôÏÇÄÁ M_1M_2 ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÛÁÒÏŒ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2(n − m) + 1. ôÁË ËÁË ÉÚ n ⩽ 2m − 1 ÓÌÅÄÕÅÔ 2(n − m) + 1 ¡ n + 1, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ x ∈ R^{n+1}, ÎÅ ÌÅÖÁÝÁÑ Œ M_1M_2 É ÏÔÄÅÌÅÎÎÁÑ ÏÔ M_1 ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ H. ûÁÇ 4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^{n+1}: ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÄŒÉÖÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏ Ë x, ÓËÏÒÏÓÔØ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ ÄÏ x, Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÎÏÓÔÉ | ÓŒÏÊ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÌÕÞÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÎÁ ÌÕÞÁÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ M_1 ÏÎ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, Á ÎÁ ÌÕÞÁÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ M_2 | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ. þÅÒÅÚ ËÏÎÅÞÎÏÅ ŒÒÅÍÑ, M_1 É M_2 ÏËÁÖÕÔÓÑ ÐÏ ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ H. ûÁÇ 5. óÞÉÔÁÑ ÔÏÞËÉ y_1 É y_2 | ÐÏÌÀÓÁÍÉ ÓÆÅÒÙ S^{m+1}, Á H | ÜËŒÁÔÏÒÏÍ ÓÆÅÒÙ S^{n+1}, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÆÅÒÏÉÄ f^′, ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÊ f É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÐÏÌÀÓÁ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÐÏÌÀÓÁ, Á ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÐÏÌÀÓÏŒ ÌÅÖÁÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÏÌÕÛÁÒÉÑÈ. òÁÓÔÑÎÅÍ ÜÔÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÓŒÏÉ ÐÏÌÕÛÁÒÉÅ, ÓÖÉÍÁÑ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÏÅ ÎÁ ÜËŒÁÔÏÒ. ûÁÇ 6. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÆÅÒÏÉÄ f^′, ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÊ f É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÜËŒÁÔÏÒ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÜËŒÁÔÏÒ. òÁÓÔÑÎÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÜËŒÁÔÏÒ Œ S^{m+1} ÎÁ ÐÏÌÕÛÁÒÉÑ ŒÄÏÌØ ÍÅÒÉÄÉÁÎÏŒ. □

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÍÏÎÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ: ÐÕÓÔØ g; g^′ : S^n → S^m | ÓÆÅÒÏÉÄÙ É ˚g ∼ ˚g^′, Á F : S^{n+1} × I → S^m | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ. îÁÄÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ F ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÅÆÏÒÍÉÒÏŒÁÔØ Œ ÇÏÍÏÔÐÉÀ ŒÉÄÁ ˚G, ÇÄÅ G : S^n × I → S^m. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÜÐÉÍÏÒÆÎÏÓÔÉ: ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÀÓÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÒÁÚŒÏÄÉÍ ÉÈ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÐÏ ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ÜËŒÁÔÏÒÁ S^n × I (ÚÄÅÓØ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ n ⩽ 2m − 2), ÄÅÌÁÅÍ ÔÁË, ÞÔÏ ÜËŒÁÔÏÒ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÜËŒÁÔÏÒ, É ÒÁÓÔÑÇÉŒÁÅÍ ÜËŒÁÔÏÒ ÎÁ ŒÓÀ ÓÆÅÒÕ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.2 (ÔÅÏÒÅÍÁ èÏÐÆÁ). éÍÅÅÍ ß_n(S^n) = Z.