1 ëÕÒÓ, ôÏÐÏÌÏÇÉÑ 1 08.10.2004

ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ

þÁÓÔØ 1. áËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ

ôÅÏÒÉÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ ÄÁÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ı_n (ŒÓÑËÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ X ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ı_n(X), Á ŒÓÑËÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f : X → Y | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f_∗ : ı_n(X) → ı_n(Y )), Á ÔÁËÖÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ @ : ı_n(B) → ı_{n−1}(F ) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E → B ÓÏ ÓÌÏÅÍ F , ÐÒÉÞÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ: ÅÓÌÉ f ∼ g : X → Y , ÔÏ f_∗ = g_∗ : ı_n(X) → ı_n(Y ); ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÔÏÞÎÏÓÔÉ: ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÔÏÞÎÁ; ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ: ı_n(∗) = 0 ÐÒÉ n ≠ 0 É ı_0(∗) = ∗.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÁËÓÉÏÍ. ôÅÏÒÉÅÊ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ H^n ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ (ŒÓÑËÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ X ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ H^n(X), Á ŒÓÑËÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f : X → Y | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f^∗ : H^n(Y ) → H^n(X)), Á ÔÁËÖÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ‹ : H^n(A) → H^{n+1}(C) (ÓŒÑÚÙŒÁ- ÀÝÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ A → X Ó ËÏÓÌÏÅÍ ó, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÁ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ: ÅÓÌÉ f ∼ g : X → Y , ÔÏ f^∗ = g^∗ : H^n(Y ) → H^n(X);

ÁËÓÉÏÍÁ ÔÏÞÎÏÓÔÉ: ÅÓÌÉ A^i−→ X | ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ó ËÏÓÌÏÅÍ X^p−→ ó, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÎÁ 0 → ~H^0(C)^{p∗}−→ H^0(X)^{i∗}−→ H^0(A)^ffi−→ : : :^{i∗}−→ H^{n−1}(A)^ffi−→ H^n(C)^{p∗}−→ H^n(X)^{i∗}−→ H^n(A)^ffi−→ : : : ÁËÓÉÏÍÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ: H^n(∗) = 0 ÐÒÉ n ≠ 0 É H^0(∗) = Z.

úÄÅÓØ ~H^0(X) := H^0(X)=H^0(∗) (ŒÌÏÖÅÎÉÅ H^0(∗) → H^0(X) ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ X → ∗), Á ËÏÓÌÏÅÍ ËÏÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÑ i : A → X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X=A. ôÅÏÒÅÍÁ 1.1. ôÅÏÒÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÁÞÎÅÍ Ó ÑŒÎÏÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ.

þÁÓÔØ 2. ëÏÍÐÌÅËÓÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. ëÏÍÐÌÅËÓÏÍ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ËÏÎÅÞÎÁÑ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ : : :^{di−1}−→ C^{i di}−→ C^{i+1 di+1}−→ C^{i+2 di+2}−→ : : : ; Œ ËÏÔÏÒÏÊ d^{i+1} ∘ d^i = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ∈ Z.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C^i ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ i-ÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÁ (C^•; d^•), Á ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ d^i | i-ÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ.

ôÁËÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ. ðÏÍÉÍÏ ÎÉÈ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ É ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ Œ ÎÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÐÏÎÉÖÁÅÔ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÕ (ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÁ Œ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ËÏÍÐÌÅËÓÁÈ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÎÉÖÎÉÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÙ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ É Ô.Ä.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2. ðÕÓÔØ (C^•; d^•) | ËÏÍÐÌÅËÓ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ. ðÏÄÇÒÕÐÐÙ Z^i = Ker d^i ⊂ C^i É B^i = Im d^{i−1} ⊂ C^i ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ i-ËÏÃÉËÌÏŒ É ÇÒÕÐÐÏÊ i-ËÏÇÒÁÎÉÃ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ìÅÍÍÁ 2.3. œÓÑËÁÑ ËÏÇÒÁÎÉÃÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÃÉËÌÏÍ, ÔÏ ÅÓÔØ B^i ⊂ Z^i.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: c ∈ B^i =⇒ c = d^{i−1}(c^′) =⇒ d^i(c) = d^i(d^{i−1}(c^′)) = (d^i ∘ d^{i−1})(c^′) = 0 =⇒ c ∈ Z^i. □ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.4. æÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÁ H^i = H^i(C^•; d^•) := Z^i=B^i ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ i-ÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓÁ (C^•; d^•). äÌÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ (C_•; d_•) ÁÎÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÃÉËÌÏŒ Z_i = Ker d_i, ÇÒÁÎÉÃ B_i = Im d_{i+1} É ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ H_i = H_i(C_•; d_•) := Z_i=B_i. 1

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.5. íÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ f^• : E^• → F^• ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ f^i : E^i → F^i, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ d^i_F ∘ f^i = f^{i+1} ∘ d^i_E ÄÌÑ ŒÓÅÈ i.

ìÅÍÍÁ 2.6. åÓÌÉ f^• : E^• → F^• | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ, ÔÏ f^i(Z^i(E^•)) ⊂ Z^i(F^•), f^i(B^i(E^•)) ⊂ B^i(F^•).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ e ∈ Z^i(E^•), ÔÏ d^i_F (f^i(e)) = f^{i+1}(d^i_A(e)) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ f^i(e) ∈ Z^i(F^•). åÓÌÉ ÖÅ e ∈ B^i(E^•), ÔÏ ÅÓÔØ e = d^{i−1}_E (e^′), ÔÏ f^i(e) = f^i(d^{i−1}_A (e^′)) = d^{i−1}_B (f^{i−1}(e^′)) ∈ B^i(F^•). □ ðÕÓÔØ f^• : E^• → F^• | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÐÍÌÅËÓÏŒ, Á h ∈ H^i(E^•) = Z^i(E^•)=B^i(E^•) | ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. œÙÂÅÒÅÍ ËÏÃÉËÌ e ∈ Z^i(E^•), ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ËÌÁÓÓ h É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ f^i(e) ∈ F^i. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ f^i(e) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÃÉËÌÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ËÏÃÉËÌÁ e ÄÒÕÇÉÍ ËÏÃÉËÌÏÍ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÍ ÔÏÔ ÖÅ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ËÏÃÉËÌ f^i(e) ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÎÁ ËÏÇÒÁÎÉÃÕ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ËÏÃÉËÌÁ f^i(e) ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ËÌÁÓÓÁ h. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ H^i(E^•) → H^i(F^•), ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ H^if^•.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.7. íÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ f; g : E^• → F^• ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ h^i : E^i → F^{i−1}, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ g^i − f^i = h^{i+1}d^i_E + d^{i−1}_F h^i.

ìÅÍÍÁ 2.8. çÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ d^i_E(e) = 0, ÔÏ g^i(e) − f^i(e) = h^{i+1}d^i_E (e) + d^{i−1}_F h^i(e) = d^{i−1}_F (h^i(e)). úÎÁÞÉÔ g^i(e) É f^i(e) ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÏÇÒÁÎÉÃÕ, ÔÏ ÅÓÔØ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. □

þÁÓÔØ 3. óÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. óÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÏÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ff : ´^n → X, ÇÄÅ ´^n = { (x_0; x_1; : : :; x_n) ∈ R^{n+1} | x_i ⩾ 0; ∑ x_i = 1 } | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ C_n(X), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ n-ÍÅÒÎÙÈ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÓÉÍ- ÐÌÅËÓÏŒ Œ X. åÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ | ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÏŒ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÔÁËÖÅ ÃÅÐÑÍÉ.

õ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ n + 1 ŒÅÒÛÉÎÁ (k-ÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ x_k = 1), É n + 1 ÇÒÁÎØ (k-ÁÑ ÇÒÁÎØ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x_k = 0). ëÁÖÄÁÑ ÇÒÁÎØ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÍÕ ÓÉÍÐÌÅËÓÕ: i_k : ´^{n−1} → ´^n; (y_0; : : :; y_{n−1}) → (y_0; : : : ; y_{k−1}; 0; y_k; : : : ; y_{n−1}):

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ

@^k_n; @_n : C_n(X) → C_{n−1}(X); @^k_n( ∑ a_iff_i) = ∑ a_i(ff_i ∘ i_k); @_n = n∑ k=0 (−1)^k@^k_n:

ìÅÍÍÁ 3.2. (i) ðÒÉ k < l ÉÍÅÅÍ @^k_{n−1} ∘ @^l_n = @^{l−1}_{n−1} ∘ @^k_n. (ii) ðÒÉ ŒÓÅÈ n ÉÍÅÅÍ @_{n−1} ∘ @_n = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÅÒŒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ | ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÓÉÍ- ÐÌÅËÓÁ ff ÎÁ (n − 2)-ÍÅÒÎÕÀ ÇÒÁÎØ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÕÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ x_k = x_l = 0. äÁÌÅÅ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ @_{n−1} ∘ @_n = ∑ k¡l (−1)^{k+l}@^k_{n−1} ∘ @^l_n + ∑ k⩾l (−1)^{k+l}@^k_{n−1} ∘ @^l_n = ∑ k¡l (−1)^{k+l}@^k_{n−1} ∘ @^l_n + ∑ k⩾l (−1)^{k+l}@^l_{n−1} ∘ @^{k+1}_n

É ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ (k; l) ÉÚ ÐÅÒŒÏÊ ÓÕÍÍÙ ÓÏËÒÁÝÁÅÔÓÑ ÓÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ (l − 1; k) ÉÚ ŒÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÙ. □ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÇÒÕÐÐÕ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÏÃÅÐÅÊ C^n(X) = Hom(C_n(X); Z) É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ‹^n : C^n(X) → C^{n+1}(x); (‹^nc)(a) = c(@_{n+1}a); c ∈ C^n(X); a ∈ C_{n+1}(x):

ìÅÍÍÁ 3.3. éÍÅÅÍ ‹^{n+1} ∘ ‹^n = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ((‹^{n+1} ∘ ‹^n)c)(a) = (‹^nc)(@_{n+2}a) = c((@_{n+1} ∘ @_{n+2})a) = 0. □ ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. œÓÑËÏÍÕ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÍÕ ÓÉÍÐÌÅËÓÕ ff : ´^n → X ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ f ∘ ff : ´^n → Y . ðÏÌÕÞÁÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÇÒÕÐÐ f_n : C_n(X) → C_n(Y ) É f^n : C^n(Y ) → C^n(X) (ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (f^nc)(a) = c(f_na)).

ìÅÍÍÁ 3.4. íÏÒÆÉÚÍÙ f_• : C_•(X) → C_•(Y ) É f^• : C^•(Y ) → C^•(X) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: f_{n−1}(@_nff) = ∑ (−1)^kf ∘ ff ∘ i_k = @_n(f_nff), ÔÏ ÅÓÔØ f_• | ÍÏÒÆÉÚÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ. äÁÌÅÅ (f^{n+1}‹^nc)(a) = (‹^nc)(f_{n+1}a) = c(@_{n+1}f_{n+1}a) = c(f_n@_{n+1}a) = (f^nc)(@_{n+1}a) = (‹^nf^nc)(a). ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.5. çÒÕÐÐÁ H^n_{sing}(X) := H^n(C^•(X); ‹^•) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ n-ÍÅÒÎÙÈ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏ- ÇÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.6. óÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ X → H^n_{sing}(X) | ÆÕÎËÔÏÒ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : X → Y ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f^∗ : H^n_{sing}(Y ) → H^n_{sing}(X) ÍÏÒÆÉÚÍ, ÉÎÄÕÃÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ f^• : C^•(Y ) → C^•(X). ñÓÎÏ, ÞÔÏ Id^∗ = Id É (f ∘ g)^∗ = g^∗ ∘ f^∗. □ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.7 (ÁËÓÉÏÍÁ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ). åÓÌÉ f ∼ g : X → Y | ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÔÏ f^∗ = g^∗.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ h : X × I → Y | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÉÚÍÕ ´^n × I É ÒÁÚÏÂSSÅÍ ÅÅ ÎÁ (n + 1)- ÍÅÒÎÙÅ ÓÉÍÐÌÅËÓÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ´^n × I = { (x_0; : : : ; x_n; t) | (x_0; : : :; x_n) ∈ ´^n; t ∈ I } =

⨆_n k=0 T^n_k , ÇÄÅ T^n_k = { (x_0; : : : ; x_n; t) | ∑_{k−1} i=0 x_i ⩽ t ⩽

∑_k i=0 x_i } ∼= ´^{q+1}, Á ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ fi^n_k : T^n_k → ´^n ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (x_0; : : : ; x_n; t) → (x_0; : : : ; x_{k−1}; t − ∑_{k−1} i=0 x_i;

∑_k i=0 x_i − t; x_{k+1}; : : :; x_n):

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h_n : C_n(X) → C_{n+1}(Y ), ÚÁÄÁŒ ÅÇÏ ÎÁ ÓÉÍÐÌÅËÓÁÈ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

h_n(ff) = n∑ k=0 (−1)^kh ∘ (ff × Id_I ) ∘ (fi^n_k )^{−1} (ÍÙ ËÏÍÐÏÎÉÒÕÅÍ ´^{n+1 (ø nk )−1}−→ T^n_k ⊂ ´^n × I^{œ×IdI}−→ X × I^h−→ Y ):

ôÏÇÄÁ @_{n+1}h_n + h_{n−1}@_n = f_n − g_n (ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ | ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÇÒÁÎÅÊ ÓÉÍÐÌÅËÓÏŒ T^n_k ÓÏ ÚÎÁËÁÍÉ; ÇÒÁÎÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ŒÎÕÔÒÉ ÐÒÉÚÍÙ ÐÏÐÁÒÎÏ ÓÏËÒÁÔÑÔÓÑ, ÇÒÁÎÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÂÏËÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÐÒÉÚÍÙ ÓÏËÒÁÔÑÔÓÑ ÓÏ ŒÔÏÒÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ŒÅÒÈÎÅÅ É ÎÉÖÎÅÅ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÁÄÕÔ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, h_• ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ ÍÅÖÄÕ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ f_• É g_•. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ h^n : C^n(Y ) → C^{n−1}(X) ÆÏÒÍÕÌÏÊ (h^nc)(a) = c(h_{n−1}a). ôÏÇÄÁ ((‹^{n−1}h^n + h^{n+1}‹^n)c)(a) = (h^nc)(@_na) + (‹^nc)(h_na) = c((h_{n−1}@_n + @_{n+1}h_n)a) = c((f_n − g_n)a) = ((f^n − g^n)c)(a); ÔÏ ÅÓÔØ h^• ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ ÍÅÖÄÕ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ f^• É g^•. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, f^∗ = g^∗. □ ìÅÍÍÁ 3.8 (ÁËÓÉÏÍÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ). éÍÅÅÍ H^n_{sing}(∗) = 0 ÐÒÉ n ≠ 0 É H^0_{sing}(∗) = Z.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: Õ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ∗ ÅÓÔØ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ Œ ËÁÖÄÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ C_n(∗) = ZÐÒÉ ŒÓÅÈ n. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ @^k_n ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ n É k, ÐÏÜÔÏÍÕ @_n =

∑_n k=0(−1)^k ÒÁŒÎÏ 0 ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n É 1 ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n. úÎÁÞÉÔ C^n(∗) = Z, Á ‹^n ÒÁŒÎÏ 0 ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n É 1 ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n. œÙÞÉÓÌÑÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÁ C^•(∗) = { · · · → 0 → 0 → Z^0−→ Z^1−→ Z^0−→ Z^1−→ Z^0−→ : : : } ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔŒÅÔ. □

ìÅÍÍÁ 3.9. åÓÌÉ X^f−→ Y | ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ, ÔÏ H^n_{sing}(Y )^{f ∗}−→ H^n_{sing}(X) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÜÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÁËÓÉÏÍÙ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ É ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ: ŒÙÂÅÒÅÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅ- ÓËÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : Y → X, ÔÏÇÄÁ g^∗ ∘f^∗ = (f ∘g)^∗ = (Id_Y )^∗ = Id, f^∗ ∘g^∗ = (g∘f)^∗ = (Id_X )^∗ = Id. □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.10. åÓÌÉ X | ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏ, ÔÏ H^n_{sing}(X) = 0 ÐÒÉ n ≠ 0 É H^0_{sing}(X) = Z. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.11. H^n_{sing}( ⨆ ff∈A X_ff) = ∏ ff∈A H^n_{sing}(X_ff).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ ´^n ÓŒÑÚÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑËÉÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ ff : ´^n → X ÐÏ- ÐÁÄÁÅÔ Œ ÏÄÉÎ ÉÚ X_ff. úÎÁÞÉÔ C_n(X) = ⨁ ff∈A C_n(X_ff), Á C^n(X) = ∏ ff∈A C^n(X_ff). □ ìÅÍÍÁ 3.12. åÓÌÉ X ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ, ÔÏ H^0_{sing}(X) ∼= Z.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 0-ÍÅÒÎÙÅ ÓÉÍÐÌÅËÓÙ | ÜÔÏ ÔÏÞËÉ, Á 1-ÍÅÒÎÙÅ ÓÉÍÐÌÅËÓÙ | ÜÔÏ ÐÕÔÉ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ (‹^0c)(a) = c(a(1)) − c(a(0)). ôÁË ËÁË ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÐÕÔÅÍ, ÔÏ c | 0-ËÏÃÉËÌ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÏÎ ÐÏÓÔÏÑÎÅÎ ÎÁ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ. □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.13. H^0_{sing}(X) = ∏ Z| ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ.

ðÕÓÔØ f : X → ∗ | ÐÒÏÅËÃÉÑ. åÓÌÉ X ÎÅÐÕÓÔÏ, ÔÏ f^∗ : Z= H^n_{sing}(∗) → H^n_{sing}(X) | ŒÌÏÖÅÎÉÅ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÅ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ~H^n_{sing}(X) = H^n_{sing}(X)=H^n_{sing}(∗).