1 ëÕÒÓ, ôÏÐÏÌÏÇÉÑ 1 15.10.2004

ôÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ

þÁÓÔØ 1. ìÅÍÍÁ Ï ÚÍÅÅ

ðÕÓÔØ 0 → E^{• f •}−→ F^{• g•}−→ G^• → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ (Ô.Å. f^• É g^• | ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ, Á ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → E^{i f i}−→ F^{i gi}−→ G^i → 0 ÔÏÞÎÙ ÐÒÉ ŒÓÅÈ i). ðÕÓÔØ x ∈ H^i(G^•). œÙÂÅÒÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÑÀÝÉÊ ÅÇÏ ËÏÃÉËÌ x^′ ∈ Z^i(G^•) ⊂ G^i. ôÁË ËÁË g^i | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ x^{′′} ∈ F^i, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ g^i(x^{′′}) = x^′. ðÕÓÔØ x^{′′′} := d^i_F (x^{′′}). ôÏÇÄÁ g^{i+1}(x^{′′′}) = g^{i+1}(d^i_F (x^{′′})) = d^i_G(g^i(x^{′′})) = d^i_G(x^′) = 0, ÔÁË ËÁË x^′ | ËÏÃÉËÌ. úÎÁÞÉÔ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ x^{′′′′} ∈ E^{i+1}, Ô.Þ. f^{i+1}(x^{′′′′}) = x^{′′′}.

ìÅÍÍÁ 1.1. üÌÅÍÅÎÔ x^{′′′′} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÃÉËÌÏÍ, Á ÅÇÏ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ËÌÁÓÓÁ x, É ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌÁ Œ ŒÙÂÏÒÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x^′ É x^{′′}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: f^{i+2}(d^{i+1}_E (x^{′′′′})) = d^{i+1}_F (f^{i+1}(x^{′′′′})) = d^{i+1}_F (x^{′′′}) = d^{i+1}_F (d^i_F (x^{′′})) = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ, ÔÁË ËÁË f^{i+2} | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ d^{i+1}_E (x^{′′′′}) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ x^{′′′′} | ËÏÃÉËÌ.

éÚÕÞÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÁÓËÏÌØËÏ x^{′′′′} ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌÁ Œ ŒÙÂÏÒÁÈ: x^{′′} → x^{′′} + f^i(y) =⇒ x^{′′′} → x^{′′′} + d^i_F (f^i(y)) = x^{′′′} + f^{i+1}(d^i_E (y)) =⇒ x^{′′′′} → x^{′′′′} + d^i_E (y), ÔÏ ÅÓÔØ x^{′′′′} ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÇÒÁÎÉÃÕ. åÓÌÉ ÖÅ x^′ → x^′ + d^{i−1}_G (z) = x^′ +d^{i−1}_G (g^{i−1}(z^′)) = x^′ +g^i(d^{i−1}_F (z^′)), ÇÄÅ z^′ ∈ F^{i−1}, ÔÏ x^{′′} → x^{′′} +d^{i−1}_F (z^′) =⇒ x^{′′′} → x^{′′′} +d^i_F (d^{i−1}_F (z^′)) = x^{′′′}. □ óÏÐÏÓÔÁŒÌÑÑ ËÌÁÓÓÕ x ∈ H^i(G^•) ËÌÁÓÓ ËÏÃÉËÌÁ x^{′′′′} Œ H^{i+1}(E^•) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ffi : H^i(G^•) → H^{i+1}(E^•), ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.2. åÓÌÉ 0 → E^{• f •}−→ F^{• g•}−→ G^• → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ · · · → H^i(E^•)^{Hif}−→ H^i(F^•)^{Hi g}−→ H^i(G^•)^ffi−→ H^{i+1}(E^•)^{Hi+1 f}−→ H^{i+1}(F^•) → : : : ÔÏÞÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÒÏŒÅÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÓÔÒÅÌÏË ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ: (H^ig ∘ H^if)(—e) = g^i(f^i(e)) = —0 = 0; ÅÓÌÉ x = H^ig(—y), ÔÏ x^′ = g^i(y), x^{′′} = y, x^{′′′} = d^i_F (y) = 0, x^{′′′′} = 0 É ffi(x) = —x^{′′′′} = 0; É ÎÁËÏÎÅÃ, (H^{i+1}f ∘ ffi)(x) = f^{i+1}(x^{′′′′}) = —x^{′′′} = d^i_F (x^{′′}) = 0. ôÏÞÎÏÓÔØ Œ H^i(F^•): ÅÓÌÉ H^ig(—x) = 0, ÔÏ g^i(x) = d^{i−1}_G (y) = d^{i−1}_G (g^{i−1}(y^′)) = g^i(d^{i−1}_F (y^′)), ÚÎÁÞÉÔ g^i(x − d^{i−1}_F (y^′)) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ x − d^{i−1}_F (y^′) = f^i(z) É —x = x − d^{i−1}_F (y^′) = f^i(z) = H^if(—z). ôÏÞÎÏÓÔØ Œ H^i(G^•): ÅÓÌÉ ffix = 0, ÔÏ x^{′′′′} = d^i_E(y), ÚÎÁÞÉÔ x^{′′′} = f^{i+1}(x^{′′′′}) = f^{i+1}(d^i_E (y)) = d^i_F (f^i(y)), ÎÏ x^{′′′} = d^i_F (x^{′′}), ÚÎÁÞÉÔ d^i_F (x^{′′} −f^i(y)) = 0, ÚÎÁÞÉÔ x = —x^′ = g^i(x^{′′}) = g^i(x^{′′} − f^i(y)) = H^ig(x^{′′} −f^i(y)). ôÏÞÎÏÓÔØ Œ H^{i+1}(E^•): ÅÓÌÉ H^{i+1}f(—y) = 0, ÔÏ f^{i+1}(y) = d^i_F (z), ÚÎÁÞÉÔ, d^i_G(g^i(z)) = g^{i+1}(d^i_F (z)) = g^{i+1}(f^{i+1}(y)) = 0, É ÐÏÌÁÇÁÑ x := g^i(z), ÐÏÌÕÞÁÅÍ x^′ = g^i(z), x^{′′} = z, x^{′′′} = d^i_F (z) = f^{i+1}(y) É x^{′′′′} = y, ÚÎÁÞÉÔ —y = ffi(x). □

þÁÓÔØ 2. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ íÁÊÅÒÁ{œÉÅÔÏÒÉÓÁ

ôÅÏÒÅÍÁ 2.1. åÓÌÉ X = U ∪ V | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ · · · → H^{n−1}_{sing} (U ∩ V ) → H^n_{sing}(X) → H^n_{sing}(U ) ⊕ H^n_{sing}(V ) → H^n_{sing}(U ∩ V ) → H^{n+1}_{sing} (X) → : : :

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÇÒÕÐÐÅ C_n(X) ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ C_n(U; V ), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÓÉÍÐÌÅËÓÁÍÉ, ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÝÉÍÉ ÌÉÂÏ Œ U , ÌÉÂÏ Œ V . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ C_•(U; V ) → C_•(X) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ. òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ´^n = ∪_{ø∈Sn+1} B^n_ø , ÇÄÅ B^n_ø = { (x_0; : : : ; x_n) ∈ ´^n | x_{ø0} ⩽ x_{ø1} ⩽ · · · ⩽ x_{øn} }. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ B^n_ø ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÓÏÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ fi_n : C_n(X) → C_n(X); œ → ∑ ø∈S_{n+1}

±œ_{|B}n_ø :

ôÁË ËÁË ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ É ÅÇÏ ÇÒÁÎÅÊ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ, ÉÍÅÅÍ @_nfi_n = fi_{n−1}@_n:

ìÅÍÍÁ 2.2. íÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ fi_• : C_•(X) → C_•(X) ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ. 1

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÐÒÉÚÍÙ ´^n × I = ∪P B^{n+1}_i | ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÉÖÎÅÇÏ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ É ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÂÏËÏŒÙÈ ÇÒÁÎÅÊ; ÔÏÇÄÁ P B^{n+1}_i | ÜÔÏ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÎÁÄ ÜÔÉÍÉ ÓÉÍÐÌÅËÓÁÍÉ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ h_n : C_n(X) → C_{n+1}(X) ÆÏÒÍÕÌÏÊ h_n(œ) = ∑ (œ ∘ pr)_{|P B}n+1_i ; (ÍÙ ËÏÍÐÏÎÉÒÕÅÍ P B^{n+1} ⊂ ´^n × I^{pr}−→ ´^{n œ}−→ X; pr | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÏÓÎÏŒÁÎÉÅ):

ôÏÇÄÁ @_{n+1}h_n + h_{n−1}@_n = fi_n − Id. (ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ | ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÇÒÁÎÅÊ ÓÉÍÐÌÅËÓÏŒ P B^{n+1}_i ; ÇÒÁÎÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ŒÎÕÔÒÉ ÐÒÉÚÍÙ ÐÏÐÁÒÎÏ ÓÏËÒÁÔÑÔÓÑ, ÇÒÁÎÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÂÏËÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÏËÒÁÔÑÔÓÑ ÓÏ ŒÔÏÒÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ, Á ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ŒÅÒÈÎÅÅ É ÎÉÖÎÅÅ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÁÄÕÔ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ). □ ìÅÍÍÁ 2.3. œÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ C_•(U; V ) → C_•(X) ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ fi^r | ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÁ C_•(X), ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ ÐÏÄËÏÍÐÌÅËÓ C_•(U; V ), É ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÊ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ÎÁ ÎÉÈ ÏÂÏÉÈ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ Id −fi^r = @h_r +h_r @ ÄÌÑ ŒÓÅÈ r. ðÕÓÔØ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓÁ C_•(X) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ ÃÉËÌÏÍ a ∈ C_n(X). ôÏÇÄÁ a = fi^r a + (a − fi^r a) = fi^r a + @h_r (a). ÎÏ fi^r_na ∈ C_n(U; V ) ÐÒÉ r ≫ 0. úÎÁÞÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ a | ÃÉËÌ Œ C_n(U; V ), ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÇÒÁÎÉÃÅÊ Œ C_n(X), ÔÏ ÅÓÔØ a = @a^′, a^′ ∈ C_{n+1}(X). ôÏÇÄÁ a = fi^r a + (a − fi^r a) = fi^r @a^′ + @h_r (a) = @(fi^r a^′ + h_r (a)), ÎÏ fi^r a^′ ∈ C_{n+1}(U; V ) ÐÒÉ r ≫ 0, ÐÏÜÔÏÍÕ a ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÎ ÎÕÌÀ Œ C_•(U; V ). úÎÁÞÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ. □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.4. œÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ C_•(U; V ) → C_•(X) | ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÁÂÁÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ | ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ | Œ ÚÁÄÁÞÁÈ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.5. üÐÉÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ C^•(X) → C^•(U; V ) ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÇÏÍÌÏÇÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÉÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎ | ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ. □ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ

0 → C_•(U ∩ V )^”−→ C_•(U ) ⊕ C_•(V )^ȷ−→ C_•(U; V ) → 0; ”(œ) = (œ; œ); ȷ(œ_1; œ_2) = œ_1 − œ_2: ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÔÏÞÎÁ. äÕÁÌÉÚÉÒÕÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ 0 → C^•(U; V ) → C^•(U ) ⊕ C^•(V ) → C^•(U ∩ V ) → 0;

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ Ï ÚÍÅÅ É ÕÞÉÔÙŒÁÑ, ÞÔÏ ËÏÇÏÍÌÏÇÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÁ C^•(U; V ) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍ ËÏÇÏÍÏ- ÌÏÇÉÑÍ X, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ íÁÊÅÒÁ{œÉÅÔÏÒÉÓÁ. □

þÁÓÔØ 3. áËÓÉÏÍÁ ÔÏÞÎÏÓÔÉ

ìÅÍÍÁ 3.1. åÓÌÉ i : A → X | ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ É A ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏ, ÔÏ X ∼ X=A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ ~g : A × I → X, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ ~g_0 = Id_A, Á ~g_1 | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÔÏÞËÕ a_0 ∈ A ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ G : X × I → X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ G_0 = Id_X . ôÏÇÄÁ G_1(A) = a_0, ÐÏÜÔÏÍÕ G_1 ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : X=A → X. ñÓÎÏ, ÞÔÏ G ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ Id_X ∼ g ∘ p, ÇÄÅ p : X → X=A | ÐÒÏÅËÃÉÑ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, p ∘ G ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ A × I Œ ÔÏÞËÕ É ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X=A × I → X=A, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ Id_{X=A} ∼ p ∘ g. □ ìÅÍÍÁ 3.2. åÓÌÉ i : A → X | ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÔÏ X ∪_i CA ∼ X=A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ CA → X ∪_i CA ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, CA ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏ. ðÏÜÔÏÍÕ X ∪_i CA ∼ X ∪_i CA=CA, É ÏÞÅŒÉÄÎÏ X ∪_i CA=CA ∼= X=A. □ ðÒÏŒÅÒËÁ ÁËÓÉÏÍÙ ÔÏÞÎÏÓÔÉ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏËÒÙÔÉÅ X ∪_i CA = (X ∪_i (A × [0; 1=2))) ∪ (CA \ (A × 0)). úÁÍÅ- ÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÏÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ X, ŒÔÏÒÏÅ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏ, Á ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ A. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ íÁÊÅÒÁ{œÉÅÔÏÒÉÓÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ 0 → H^0_{sing}(X=A) → H^0_{sing}(X) ⊕ H^0_{sing}(∗) → H^0_{sing}(A) → : : :→ H^{n−1}_{sing} (A) → H^n_{sing}(X=A) → H^n_{sing}(X) → H^n_{sing}(A) → : : : ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ H^0_{sing}(X=A) = ~H^0_{sing}(X=A) ⊕ H^0_{sing}(∗) É ĂÓÏËÒÁÔÉÔØĄ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ H^0_{sing}(∗) Œ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ ÞÌÅÎÁÈ ËÏÍÐÌÅËÓÁ. □ ìÅÍÍÁ 3.3. åÓÌÉ f : X^′ → X | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, X = U ∪ V , U^′ = f^{−1}(U ), É V^′ = f^{−1}(V ), ÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ

: : : � H^n_{sing}(X) �

f^∗�

H^n_{sing}(U ) ⊕ H^n_{sing}(V ) �

f^∗�

H^n_{sing}(U ∩ V ) �

f^∗�

H^{n+1}_{sing} (X) �

f^∗�

: : :

: : : � H^n_{sing}(X^′) � H^n_{sing}(U^′) ⊕ H^n_{sing}(V^′) � H^n_{sing}(U^′ ∩ V^′) � H^{n+1}_{sing} (X^′) � : : :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙ

0 � C^•(U; V ) �

f^•�

C^•(U ) ⊕ C^•(V ) �

f^•�

C^•(U ∩ V ) �

f^•� 0 0 � C^•(U^′; V^′) � C^•(U^′) ⊕ C^•(V^′) � C^•(U^′ ∩ V^′) � 0

C^•(U; V ) �

f^•�

C^•(X)

f^•�

C^•(U^′; V^′) � C^•(X^′) éÚ ŒÔÏÒÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó f^∗, Á ÉÚ ÐÅÒŒÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ É ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÅÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÄÌÉÎÎÙÈ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.4. åÓÌÉ i : A → X É i^′ : A^′ → X^′ | ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ É f : X^′ → X, g : A^′ → A | ÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ f ∘ i^′ = i ∘ g, ÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ : : : � H^{n−1}_{sing} (A) �

g^∗�

H^n_{sing}(X=A) �

f^∗�

H^n_{sing}(X) �

f^∗�

H^n_{sing}(A) �

g^∗�

: : :

: : : � H^{n−1}_{sing} (A^′) � H^n_{sing}(X^′=A^′) � H^n_{sing}(X^′) � H^n_{sing}(A^′) � : : :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÅÏÒÉÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÉÅÊ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ H^n(X) ŒÍÅÓÔÏ H^n_{sing}(X).

þÁÓÔØ 4. œÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

ìÅÍÍÁ 4.1. H^n(S^m ) = ZÐÒÉ n = 0; m É ÎÕÌÀ ÐÒÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅ S^m → D^{m+1}, ÔÁË ÞÔÏ D^{m+1}=S^m ∼= S^{m+1}. ôÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ · · · → H^{n−1}(D^{m+1}) → H^{n−1}(S^m ) → H^n(S^{m+1} ) → H^n(D^{m+1}) → : : :

ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ n ⩾ 2 ÉÍÅÅÍ H^n(S^{m+1} ) = H^{n−1}(S^m ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÉ n = 1 ËÏÑÄÒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ H^0(D^{m+1} ) → H^0(S^m) ÅÓÔØ ~H^0(S^m) É ÒÁŒÎÏ ZÐÒÉ m = 0 É ÎÕÌÀ ÉÎÁÞÅ. äÁÌÅÅ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. □ ìÅÍÍÁ 4.2. ðÕÓÔØ X^′ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ X ÐÒÉËÌÅÉŒÁÎÉÅÍ ÛÁÒÁ D^{m+1} ŒÄÏÌØ S^m ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : S^m → X. ôÏÇÄÁ H^n(X^′) = H^n(X) ÐÒÉ n ≠ m; m + 1, Á H^m(X^′) É H^{m+1}(X^′) ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → H^m(X^′) → H^m(X)^{f ∗}−→ Z→ H^{m+1}(X^′) → H^{m+1}(X) → 0:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÔÁË ËÁË S^m → D^{m+1} | ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÔÏ X → X^′ = X ∪_Sm D^{m+1} | ÔÏÖÅ ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, É ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅ D^{m+1} → X^′ ÞÅÒÅÚ F ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ : : : � H^{n−1}(X) �

f^∗�

H^n(X=X^′) �

F^∗�

H^n(X^′) �

F^∗�

H^n(X) �

f^∗�

: : :

: : : � H^{n−1}(S^m ) � H^n(D^{m+1}=S^m) � H^n(D^{m+1} ) � H^n(S^m) � : : : ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ X^′=X ∼= D^{m+1}=S^m, ÐÏÜÔÏÍÕ F^∗ : H^n(X=X^′) → H^n(D^{m+1}=S^m ) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Z= H^{n−1}(S^m) → H^n(D^{m+1}=S^m ) ÔÁËÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, Œ ÓÉÌÕ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏÓÔÉ D^{m+1}. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

· · · → H^{n−1}(S^m) → H^n(X^′) → H^n(X)^{f ∗}−→ H^n(S^m ) → H^{n+1}(X^′) → H^{n+1}(X) → H^{n+1}(S^m) → : : : : ïÓÔÁÅÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÓÆÅÒÙ. □