1 ëÕÒÓ, ôÏÐÏÌÏÇÉÑ 1 22.10.2004

ëÌÅÔÏÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

þÁÓÔØ 1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ

ëÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÌÉ CW-ËÏÍÐÌÅËÓ | ÜÔÏ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X, ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÎÏÅ Œ ŒÉÄÅ X = ∪^∞_{q=0} ∪_{ff∈C}X_q e^q_ff ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ËÌÅÔÏË) É Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ Ø_ff : D^q → X, ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÝÉÍÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ Int(D^q ) → e^q_ff, ÔÁË ÞÔÏ

(C): ÇÒÁÎÉÃÁ ŒÓÑËÏÊ ËÌÅÔËÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÌÅÔÏË ÍÅÎØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ; (W): ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F ⊂ X ÚÁÍËÎÕÔÏ ⇐⇒ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÌÅÔËÉ e^q_ff ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F ∩ e^q_ff ÚÁÍËÎÕÔÏ.

ðÒÉÍÅÒÙ 1.1. (1) ÓÆÅÒÁ S^n = e^0 ∪ e^n, Ø : D^n → D^n=S^{n−1} ∼= S^n;

(2) ÓÆÅÒÁ S^n = ∪^n_{q=0}(e^q_+ ∪ e^q_−), e^q_± = { (x_0; : : : ; x_n) ∈ S^n | x_{q+1} = · · · = x_n = 0; ±x_q ¿ 0 }, Ø^q_± : D^q ∼= e^q_±; (3) ÛÁÒ D^n = S^{n−1} ∪ e^n, Ø^n = Id_Dn .

úÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Y ⊂ X ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÌÅÔÏÞÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÅÓÌÉ Y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ËÌÅÔÏË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X. îÁÐÒÉÍÅÒ, sk_nX := ∪^n_{q=0} ∪_{ff∈C}X_q e^q_ff ⊂ X | n-ÙÊ ÏÓÔÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ËÌÅÔÏÞÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : Y → X ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÌÅÔÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ f(sk_nY ) ⊂ sk_nX. ìÅÍÍÁ 1.2. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F ⊂ X ÚÁÍËÎÕÔÏ ⇐⇒ Ø^{−1}_ff (F ) ÚÁÍËÎÕÔÏ Œ D^n ÄÌÑ ŒÓÅÈ n, ff ∈ C^X_n .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÉÚ Ø^{−1}_ff (F ) ∩ Int(D^n) ∼= F ∩ e^n_ff ÓÌÅÄÕÅÔ (⇐=), Á (=⇒) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ Ø_ff. □ ìÅÍÍÁ 1.3. åÓÌÉ X | ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏ X = ∪^∞_{n=0}sk_nX Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÌÏÖÅÎÉÑ sk_nX → X ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÂÉÅËÃÉÀ ∪^∞_{n=0}sk_nX → X. ïÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ É ÁËÓÉÏÍÅ (W). □ ìÅÍÍÁ 1.4. åÓÌÉ K ⊂ X | ËÏÍÐÁËÔ, ÔÏ K ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÅÔÏË.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ e_1; e_2; : : : | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÌÅÔÏË ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÐÅ- ÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ Ó K É ÐÕÓÔØ x_i ∈ e_i ∩ K. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ { x_i }^∞_{i=1} ÚÁÍËÎÕÔÏ Œ X, ÔÁË ËÁË ÅÇÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÚÁÍÙËÁÎÉÑÍÉ ŒÓÅÈ ËÌÅÔÏË ËÏÎÅÞÎÙ, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÚÁÍËÎÕÔÙ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÏÎÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË. □ ëÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ (ÓÞÅÔÎÙÍ), ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÇÏ ËÌÅÔÏË ËÏÎÅÞÎÏ (ÓÞÅÔÎÏ). óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.5. ëÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ. ôÅÏÒÅÍÁ 1.6 (ÔÅÏÒÅÍÁ âÏÒÓÕËÁ). åÓÌÉ X | ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á A ⊂ X | ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ A → X | ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ S^{n−1} → D^n | ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ (ÜÔÏ ËÏÎÕÓ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ S^{n−1 Id}−→ S^{n−1}). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S = ⊔_{ff∈C}X_{n \C}A_n S^{n−1} → ⊔_{ff∈C}X_{n \C}A_n D^n = D | ÔÏÖÅ ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. îÏ A ∪ sk_nX = (A ∪ sk_{n−1}X) ⊔_S D, ÐÏÜÔÏÍÕ A ∪ sk_{n−1}X → A ∪ sk_nX | ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ F : X → Y | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, Á ~f : A × I → Y | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ f_0 = F_{|A}. œÎÁÞÁÌÅ ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ~f ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ~F^0 : (A∪sk_0X)×I → Y , ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÎÁ sk_0X\A. äÁÌÅÅ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ A ∪ sk_{n−1}X → A ∪ sk_nX | ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ~F^n : (A ∪ sk_nX) × I → Y , ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~F : X × I → Y ÒÁŒÎÏÅ ~F^n ÎÁ A ∪ sk_nX ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ U ⊂ Y | ÏÔËÒÙÔÏ, ÔÏ ~F^{−1}(U ) ∩ ((A ∪ sk_nX) × I) = ( ~F^n)^{−1}(U ) | ÏÔËÒÙÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ~F^n, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ~F^{−1}(U ) ÏÔËÒÙÔÏ, ÔÁË ËÁË X × I ∼= (lim_{−→}(A ∪ sk_nX)) × I ∼= lim_{−→}((A ∪ sk_nX) × I). □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.7. åÓÌÉ A ⊂ X | ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É A ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏ, ÔÏ X ∼ X=A. 1

þÁÓÔØ 2. ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ

ðÕÓÔØ X | ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ff ∈ C^X_n , fi ∈ C^X_{n+1}. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ø_fi : D^{n+1} → X ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ S^n ⊂ D^{n+1} Œ sk_nX. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ’^ff_fi : S^{n Øfi}−→ sk_nX → sk_nX=sk_{n−1}X ∼= ∨_{ff∈C}X_n S^{n prff}−→ S^n;

ÇÄÅ pr_ff | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÓÆÅÒÕ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ËÌÅÔËÅ ff. ôÏÇÄÁ (’^ff_fi )^∗ : H^n(S^n) → H^n(S^n) | ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ d^ff_fi . ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ C^n(X) = ∏ ff∈C^X_n ZÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ

k = (k_ff) ∈ C^n(X) ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ffik ∈ C^{n+1}(X); (ffik)_fi = ∑ ff∈C^X_n

d^ff_fi k_ff:

ìÅÍÍÁ 2.1. çÒÕÐÐÁ C^n(X) ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÕ H^n(sk_nX=sk_{n−1}X), Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ffi ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ H^n(sk_nX=sk_{n−1}X) → H^{n+1}(sk_{n+1}X=sk_nX) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ËÏÒÁÓÓÌÏÅ- ÎÉÀ sk_nX=sk_{n−1}X → sk_{n+1}X=sk_{n−1}X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ∨_{fi∈C}X_{n+1} S^{n+1} sk_{n+1}X=sk_nX sk_{n+1}X=sk_nX

⊔_{fi∈C}X_{n+1} D^{n+1 ⊔Øfi} � � sk_{n+1}X � � sk_{n+1}X=sk_{n−1}X �

⊔_{fi∈C}X_{n+1} S^{n ⊔Øfi} � � sk_nX � � sk_nX=sk_{n−1}X � ∨_{fi∈C}X_n S^n ôÁË ËÁË ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌÅÎ, É ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ H^{n+1}(S^{n+1}) ∼= ZÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÌÅŒÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. □ ìÅÍÍÁ 2.2. ffi ∘ ffi = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ H^{n−1}(sk_{n−1}X=sk_{n−2}X)^ffi−→ H^n(sk_nX=sk_{n−1}X)^ffi−→ H^{n+1}(sk_{n+1}X=sk_nX):

îÏ Œ ÓÉÌÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÐÅÒŒÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ H^{n−1}(sk_{n−1}X=sk_{n−2}X)^ffi−→ H^n(sk_{n+1}X=sk_{n−1}X)^{i∗}−→ H^n(sk_nX=sk_{n−1}X);

ÇÄÅ i : sk_nX=sk_{n−1}X → sk_{n+1}X=sk_{n−1}X | ŒÌÏÖÅÎÉÅ, Á ffi ∘ i^∗ = 0. □ ôÅÏÒÅÍÁ 2.3. ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÁ C^•(X) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ sk_nX=sk_{n−1}X → sk_{n+1}X=sk_{n−1}X:

H^n(sk_{n+1}X=sk_nX) → H^n(sk_{n+1}X=sk_{n−1}X) → H^n(sk_nX=sk_{n−1}X)^ffi−→ H^{n+1}(sk_{n+1}X=sk_nX) ôÁË ËÁË sk_{n+1}X=sk_nX ∼= ∨S^{n+1}, ÔÏ ÐÅÒŒÙÊ ÞÌÅÎ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÐÏÜÔÏÍÕ Ker ffi = H^n(sk_{n+1}X=sk_{n−1}X). éÚ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÅÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ffi : H^{n−1}(sk_{n−1}X=sk_{n−2}X) → Ker ffi = H^n(sk_{n+1}X=sk_{n−1}X) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ sk_{n−1}X=sk_{n−2}X → sk_{n+1}X=sk_{n−2}X:

H^{n−1}(sk_{n−1}X=sk_{n−2}X)^ffi−→ H^n(sk_{n+1}X=sk_{n−1}X) → H^n(sk_{n+1}X=sk_{n−2}X) → H^n(sk_{n−1}X=sk_{n−2}X) ôÁË ËÁË sk_{n−1}X=sk_{n−2}X ∼= ∨S^{n−1}, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÞÌÅÎ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÐÏÜÔÏÍÕ H^n(C^•(X)) = H^n(sk_{n+1}X=sk_{n−2}X). òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ sk_mX=sk_{m−1}X → sk_{n+1}X=sk_{m−1}X ÐÒÉ m ⩽ n − 2:

H^{n−1}(sk_mX=sk_{m−1}X) → H^n(sk_{n+1}X=sk_mX) → H^n(sk_{n+1}X=sk_{m−1}X) → H^n(sk_mX=sk_{m−1}X) É ÚÁÍÅÞÁÑ, ÞÔÏ ËÒÁÊÎÉÅ ÞÌÅÎÙ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ H^n(sk_{n+1}X=sk_{n−2}X) = H^n(sk_{n+1}X=sk_{n−3}X) = · · · = H^n(sk_{n+1}X). òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ sk_mX → sk_{m+1}X ÐÒÉ m ⩾ n + 1: H^n(sk_{m+1}X=sk_mX) → H^n(sk_{m+1}X) → H^n(sk_mX) → H^{n+1}(sk_{m+1}X=sk_mX)

É ÚÁÍÅÞÁÑ, ÞÔÏ ËÒÁÊÎÉÅ ÞÌÅÎÙ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ H^n(sk_{n+1}X) = H^n(sk_{n+2}X) = : : : . îÏ ŒŒÉÄÕ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏÓÔÉ ´^n ŒÓÑËÁÑ ÃÅÐØ Œ X ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÅÇÏ ÏÓÔÏŒÏŒ, ÐÏÜÔÏÍÕ C^n(X) = lim_{←−} C^n(sk_N X), Z^n(X) = lim_{←−} Z^n(sk_N X), B^n(X) = lim_{←−} B^n(sk_N X), Á ÚÎÁÞÉÔ H^n(X) = lim_{←−} H^n(sk_N X) = H^n(sk_{n+1}X). □ ìÅÍÍÁ 2.4. åÓÌÉ E^• | ËÏÎÅÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ, ÔÏ ∑ n(−1)^n rank(E^n) = ∑ n(−1)^n rank(H^n(E^•)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ 0 → Z^n → E^n → B^{n+1} → 0, 0 → B^n → Z^n → H^n → 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ∑ n (−1)^n rank(E^n) = ∑ n (−1)^n(rank(Z^n)+rank(B^{n+1})) = ∑ n (−1)^n(rank(Z^n)−rank(B^n)) = ∑ n (−1)^n rank(H^n). □

þÉÓÌÏ Ø(X) = ∑ n(−1)^n rank(H^n(X)) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÊÌÅÒÏŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.5. åÓÌÉ X | ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÌÁ ËÌÅÔÏË ÒÁŒÎÁ ÅÇÏ ÜÊÌÅÒÏŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ É ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ËÌÅÔËÉ.

þÁÓÔØ 3. õÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, c_1 ∈ C^{n1} (X), c_2 ∈ C^{n2} (X). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÏÃÅÐØ c_1 ∪ c_2 ∈ C^{n1+n2} (X) (c_1 ∪ c_2)(œ) = c_1(œ_{0;:::;n1} )c_2(œ_{n1;:::;n1+n2} );

ÇÄÅ œ_{0;:::;n1} É œ_{n1;:::;n1+n2} | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ œ ÎÁ ÇÒÁÎÉ Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ŒÅÒÛÉÎ. ìÅÍÍÁ 3.1. éÍÅÅÍ (a) ffi(c_1 ∪ c_2) = (ffic_1) ∪ c_2 + (−1)^{n1} c_1 ∪ (ffic_2); (b) c_1 ∪ (c_2 ∪ c_3) = (c_1 ∪ c_2) ∪ c_3. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ:

(a) ffi(c_1 ∪ c_2)(œ) = (c_1 ∪ c_2)(@œ) =

∑_{n1+n2} k=0 (−1)^k(c_1 ∪ c_2)(œ_{0;:::;k−1;k+1;:::;n1+n2} ) = [(ffic_1) ∪ c_2 + (−1)^{n1} c_1 ∪ (ffic_2)](œ).

(b) (c_1 ∪ (c_2 ∪ c_3))(œ) = c_1(œ_{0;:::;n1} )c_2(œ_{n1;:::;n1+n2} )c_3(œ_{n1+n2;:::;n1+n2+n3} ) = ((c_1 ∪ c_2) ∪ c_3)(œ). □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.2. ïÐÅÒÁÃÉÑ ∪ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÕÀ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ Œ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÉÚ ÐÕÎËÔÁ (a) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ∪-ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÃÉËÌÏŒ ÑŒÌÅÔÓÑ ËÏÃÉËÌÏÍ, Á ∪-ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÃÉËÌÁ É ËÏÇÒÁÎÉÃÙ | ËÏÇÒÁÎÉÃÅÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ∪ : H^{n1} (X) × H^{n2} (X) → H^{n1+n2} (X). ïÎÁ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ Œ ÓÉÌÕ ÐÕÎËÔÁ (b), Á ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ. □ ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 1_X ËÏÃÅÐØ Œ C^0(X), ÒÁŒÎÕÀ 1 ÎÁ ŒÓÅÈ 0-ÓÉÍÐÌÅËÓÁÈ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ (ffi1_X )(œ) = 1_X (@œ) = 1_X (œ_1 − œ_0) = 1 − 1 = 0, ÔÏ ÅÓÔØ 1_X | ËÏÃÉËÌ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÞÅÒÅÚ 1 ∈ H^0(X). ìÅÍÍÁ 3.3. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ fl ∈ H^n(X) ÉÍÅÅÍ 1 ∪ fl = fl ∪ 1 = fl.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: (1_X ∪ c)(œ) = 1_X (œ_0)c(œ) = c(œ), (c ∪ 1_X )(œ) = c(œ)1_X (œ_n) = c(œ). □ þÔÏÂÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ ∪-ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ìÅÍÍÁ 3.4. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ !_n : C^n(X) → C^n(X) ÆÏÒÍÕÌÏÊ (!_nc)(œ) = c(œ_{n;:::;0}). ôÏÇÄÁ (−1)^{n(n+1)=2}!_n ∼ Id.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÐÒÉÚÍÙ ´^n × I = ⊔T^{n+1}_k É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h_n : C_n(X) → C_{n+1}(X) ÆÏÒÍÕÌÏÊ h(œ) = ∑ (−1)^k(œ × Id_I )_{|T} n+1_k . ôÏÇÄÁ @_{n+1}h_n + h_{n−1}@_n = Id −(−1)^{n(n+1)=2}!_n. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, ffi^{n−1}h^n + h^{n+1}ffi^n = Id −(−1)^{n(n+1)=2}!^n, ÇÄÅ (h^nc)(œ) = c(h_{n−1}œ). □ ìÅÍÍÁ 3.5. (c_1 ∪ c_2) = !((!c_2) ∪ (!c_1)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: (!((!c_2) ∪ (!c_1)))(œ) = ((!c_2) ∪ (!c_1))(œ_{n1+n2 ;:::;0}) = (!c_2)(œ_{n1+n2 ;:::;n1} )(!c_1)(œ_{n1;:::;0}) = c_2(œ_{n1;:::;n1+n2} )c_1(œ_{0;:::;n1} ) = (c_1 ∪ c_2)(œ). □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.6. ∪-ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ: ÅÓÌÉ fl_1 ∈ H^{n1} (X), Á fl_2 ∈ H^{n2} (X), ÔÏ fl_1 ∪ fl_2 = (−1)^{n1n2} fl_2 ∪ fl_1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: (n_1 + n_2)(n_1 + n_2 + 1)=2 − n_1(n_1 + 1)=2 − n_2(n_2 + 1)=2 = n_1n_2. □ ìÅÍÍÁ 3.7. åÓÌÉ f : X → Y | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ f^∗ : ⊕H^n(Y ) → ⊕H^n(X) | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: (f^{n1+n2} (c_1 ∪ c_2)) = (f^{n1} c_1) ∪ (f^{n2} c_2). □ ôÅÏÒÅÍÁ 3.8. X → H^•(X) := ⊕H^n(X) | ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ËÏÌÅÃ.